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Prologo

El presente texto ha sido elaborado pensando en entregar material para un curso
introductorio de ecuaciones diferenciales ordinarias. En éste se tratan los tipos mas

comunes de ecuaciones diferenciales, asi como sus métodos de resolucion.

El texto ha sido disenado de tal forma que los lectores tengan primero una
panoramica general de los temas tratados. Se han incluido las demostraciones de
algunos resultados que son propias de los autores pero, se las puede hallar en la
mayoria de textos introductorios a las ecuaciones diferenciales. Se han realizado
ejemplos detallados para un entendimiento adecuado de los procesos que estan

involucrados en la resolucion de cada tipo de ecuacion.

La obra ha sido desarrollada en tres capitulos, cada uno de los cuales comienza
con una vision general de los temas tratados en el transcurso de los mismos. El
capitulo 1 realiza un tratamiento bastante completo de las ecuaciones diferenciales de
primer orden. El capitulo 2 trata las ecuaciones diferenciales de orden superior, sus
métodos resolutivos y algunas aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de segundo
orden. El capitulo 3 estd dedicado al estudio de los sistemas lineales de ecuaciones

diferenciales.

Se piensa tratar temas referentes a la transformada de Laplace y su aplicacion a
la resoluciéon de problemas con condiciones iniciales, asi como la teoria de las series

de Fourier en un segundo tomo.
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Capitulo 1

Ecuaciones diferenciales de primer orden

La teoria de las ecuaciones diferenciales es una aplicacion directa del calculo diferencial
e integral. El calculo diferencial es una herramienta poderosa para la construccion
de modelos matematicos de problemas en los cuales estan involucrados la variaciéon
de una o varias variables, las variables dependientes, con respecto a otra u otras

variables, las variables independientes.

Determinar el crecimiento poblacional, calcular el decaimiento radioactivo, hallar
la edad de un f6sil, son problemas en los cuales se utiliza el célculo diferencial para

el planteamiento de un modelo matematico.

El modelo matematico que se construye para hallar la soluciéon de un problema
particular deja planteado un nuevo problema: ;qué herramientas se deben utilizar para
hallar la solucién del modelo matemético? El calculo integral es quiza la herramienta
matemética mas usada en la resoluciéon de modelos matematicos que describen la

variacion de ciertas cantidades con respecto a otras.

Este capitulo esta dividido en cuatro secciones. La secciéon 1.1 muestra algunos
ejemplos de modelos matematicos que describen la variaciéon de una variable con
respecto a otra. En la seccion 1.2 se defininen conceptos bésicos relacionados con
las ecuaciones diferenciales, se realiza una clasificaciéon de estas y se estudian
las ecuaciones diferenciales separables. La seccion 1.3 estd dedicada al estudio
de ecuaciones diferenciales que se reducen a ecuaciones separables por medio de
sustituciones. Finalmente, la seccion 1.4 estudia las ecuaciones diferenciales exactas
y aquellas que se hacen exactas al multiplicarlas por un factor adecuado, llamado

factor de integracion.

1.1 Modelos matematicos

La parte més complicada al usar la matematica para estudiar una aplicaciéon particular

es la conversion de fenémenos reales al formalismo matematico. Esto presupone
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tacitamente la conversion de hipotesis imprecisas (guiadas por la creencia de que
cierto fenomeno real tiene un determinado comportamiento) en formulas muy precisas

(normalmente férmulas matemaéticas).

Un modelo matematico es una representacion, por medio de formulas mateméticas,
de algo real. El objetivo no es tener una copia exacta de lo real, sino més bien
representar las carcateristicas que a uno le interesa estudiar de la cosa real. La
construccion de modelos matematicos siempre es una tarea complicada. Blanchard
[BP, pag. 16-17] sugiere que los pasos bésicos en la elaboracién de un modelo

matemaético deben ser los siguientes:

Paso 1. Establecer claramente las hipoteisis en que se basara el modelo. Estas deben

describir las relaciones entre las cantidades que se van a estudiar.
Paso 2. Definir completamente las variabes y parametros que se usaran en el modelo.

Paso 3. Usar las hipotesis formuladas en el paso 1 para obtener ecuaciones que

relacionen las cantidades del paso 2.

Observacion 1.1. Cuanto mds son las hipdtesis involucradas en el paso 1 mayor es
la precision del modelo matemdtico donde “precision del modelo” se debe entender de
la siguiente manera: supongamos que tenemos dos modelos My y My de A. Decimos
que My es mds preciso que My cuando My describe mejor el comportamiento de A.
Esto no quiere decir que My no sea titil, su utilidad dependerd del interés que tenga

quien construye el modelo.

Un ejemplo bastante sencillo de construcciéon de un modelo matemaético es el
crecimiento ilimitado de la poblaciéon. La hipotesis en la que se basa este modelo es
la siguiente:

“La velocidad de crecimiento de la problacion es proporcional al tamano

de la poblacion”.

Notamos que esta hipdtesis no toma en consideracion las limitaciones de espacio o de
recursos; sin embargo, es bastante razonable para poblaciones pequenas en entornos

grandes, por ejemplo los primeros brotes de moho en un pan. Hasta aqui hemos
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completado el paso 1 de las indicaciones dadas anteriormente por Blanchard. El paso
2 pide determinar las variables y pardmetros que seran utilizados en el modelo, en

este ejemplo utilizamos las siguientes variables y parametros:

e ¢ representara el tiempo (variable independiente).

e P representara el tamano de la poblacion (variable dependiente).

e k representaré la constante de proporcionalidad (pardmetro) entre la tasa de

crecimiento de la poblacion y el tamano de esta.

Finalmente, el paso 3 pide usar las hipotesis del paso 1 para establecer relaciones
entre las cantidades descritas en el paso 2. Utilizando el calculo diferencial es muy
facil darse cuenta de que: La tinica relacion de ligadura entre las cantidades descritas

anteriormente es:

P
= kP
di

Ademaés podemos pedir que P(ty) = P, lo cual nos indica que la poblacién en

el tiempo t = t; es igual a Fy. Luego el modelo pide resolver el siguiente problema

matematico:
dP
— =kP
dt ’
P(to) - Po.

En la seccion 1.2 llamaremos a problema de este tipo “problema con condiciones
iniciales”.

La soluciéon de este problema es una funciéon P que satisface tanto la ecuacion
dP

i kP como la condicion P(ty) = F.

La siguiente figura muestra una posible solucién a este problema.
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H0)

/ t

dP
Figura 1.1: Funcién qu e satisface la ecuacion o kP

1.1.1 Ejemplos de modelos matematicos

A continuaciéon se presentan algunos ejemplos de construccion de modelos. Donde es

posible, se presenta la soluciéon al problema matematico que genera el modelo.
Trayectorias ortogonales

Desde la geometria analitica sabemos que dos curvas C; y Cy son ortogonales en su
punto de interseccion si y solo si sus tangentes 7T} y T, son perpendiculares en este

punto (ver figura 1.2).

Figura 1.2: Curvas ortogonales en su punto de interseccion

10
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La nocién de ortogonalidad se puede extender a dos familias de curvas de la

siguiente manera:

Definiciéon 1.1. Sean G(z,y,c1) y H(z,y,c2) dos familias de curvas. Se dice que
las familias son, cada una, trayectorias ortogonales de la otra cuando todas las

curvas de G(x,y,c1) cortan ortogonalmente a todas las curvas de H(z,y, ).

Las trayectorias ortogonales aparecen en aplicaciones de electricidad y
magnetismo. Por ejemplo en el campo eléctrico que rodea a dos cuerpos de carga

opuesta, las lineas de fuerza son perpendiculares a las curvas equipotenciales.

Un problema tipico sobre trayectorias ortogonales consiste en lo siguiente: Dada
la familia G(x,y, ¢;) hallar la familia H(z,y, c2) tal que G(z,y,¢1) y H(z,y,c2) son

trayectorias ortogonales.

Para hallar el modelo matemético que permite hallar la familia H(x,y, ¢s) nos
damos cuenta de que la tinica hipo6tesis con que contamos es la ortogonalidad de
las familias G(z,y,c1) y H(x,y, c2), este seria el paso 1 descrito anteriormente. Las
variables que intervienen en este problema son x, y que representan las coordenadas
que describen las curvas. Este problema no tiene parametros (¢; y ¢o son parametros
de las curvas, no parametros del modelo), este es el paso 2. Finalmente, para el paso

3, procedemos como sigue:

i. Hallar las tangentes a la curva G(z,y, ¢1). Para hallar estas tangentes calculamos

d
Y _ f(x,y), derivando implicitamente G(x,y,c;) en caso de ser necesario.

dx

ii. Exigimos que las tangentes de la familia H(x,y,cy) sean perpendiculares a

d d :
% = f(z,y). Esto se consigue poniendo % = _f(x,y)'

Por tanto, el modelo de este problema es:

dy 1

dv — f(z,y)

Para ejemplificar lo descrito arriba nos permitimos presentar el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.1. Hallar las familia de curvas ortogonales a la familia de hipérbolas

zy —cp = 0.

11
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d
Solucién. Despejamos la variable y de la expresion zy — ¢; = 0 y hallamos iy

dx
d c
Estos célculos nos dan como resultado & _ ——12. Luego, reemplazando el valor de
x x
c1, tenemos
dy _ v
dx T

Por tanto, el modelo que describe la familia de curvas ortogonales a la familia de

hipérbolas es YT
de vy

Para hallar la solucién al problema matemaéatico que deja planteado el modelo,
procedemos de la siguiente manera: escribimos la ultima ecuacion (el modelo
matematico) en la forma ydy = xdzr; integrando cada lado de esta igualdad se
tiene y? = 2% + ¢, donde ¢ es una constante. Luego la familia de curvas ortogonales

a la famila de hipérbolas zy — ¢; = 0 es la familia de hipérbolas y? — 22 — ¢y = 0.

El siguiente grafico muestra algunas curvas de estas familias de curvas ortogonales.

Figura 1.3: Familia xy — ¢; = 0 y sus curvas ortogonales

Determinacion de edades

La desintegracion radiactiva se entiende como la disminucion (variacion) con el paso

del tiempo de la intensidad de la radiaciéon de cualquier material radiactivo.

12
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A partir de datos experimentales, se ha llegado a concluir que si N es la cantidad
de un material radiactivo (intensidad de radiacion), entonces la desintegracion de N

es proporcional a IV; luego, el modelo que expresa esta disminucion esta dada por

dN
— = =N,
dt
donde el signo “—" indica disminucién y A es la constante de desintegracion radiactiva.

El carbono 14 (C14) es un is6topo radiactivo del carbono que permite estimar
la edad de fosiles y otras materias organicas a partir del modelo de desintegracion
radioactiva y del conocimiento que la semivida! de C'14 es de 5600 afios. Este método
de determinacion de edades ha contribuido grandemente al conocimiento que tenemos
del tiempo pasado. Su empleo se ha generalizado habiendo alcanzado un alto grado
de precision en muestras de edad conocida, demostrando ser un excelente método de

determinacién cronologica.

Como ejemplo de la utilidad de este método de determinacién de edades nos

permitimos presentar el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.2. Se encuentra que un hueso fosilizado contiene la centésima parte de

la cantidad de C14 encontrada en la materia viva. Determine la edad del fosil.

Solucién. Sea N(t) la cantidad de C'14 presente en el hueso al tiempo ¢ y Ny la
cantidad inicial de C'14. Se tiene que el modelo matemético que describe la variacion

de la cantidad de C'14 en el hueso es:

dN

— = —AN
dt
. ., . dN
Desde la primera ecuacion se tiene que N - —\dt. Luego, recordando que la

semivida del C'14 es 5600 anos, tenemos que:

No/2 g\ 5600
/ Wy / d.
No N 0

ILa semivida o edad media de un material radioactivo es el tiempo que tarda este material en

desintegrarse a la mitad de su intensidad original

13
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In(1/2)
5600

Realizando los calculos (hacerlo) nos damos cuenta de que A = —

Nuevamente, desde la primera ecuacion, tenemos que:

/No/wo AN In(1/2) /t 0
v N 5600 Jo

donde t es el tiempo en el cual la cantidad de C'14 es una centésima parte de la
cantidad original presente en el hueso. Haciendo cuentas se tiene que t ~ —37206

anos.

Observamos que nuestros calculos nos conducen a un tiempo negativo. Este
resultado se debe interpretar de la siguiente manera: El valor “t &~ —37206" es el
tiempo que debemos recorrer hacia atris para determinar la edad del fésil. Por
ejemplo, si t es el ano 2000, entonces la edad del fosil seria aproximadamente de

35206 anos.
Problemas de mezclas

El siguiente problema ha sido tomado de Ross [RS, pag. 109]. Se permite que una
cierta sustancia S fluya con una cierta rapidez en un recipiente que contiene una
mezcla, manteniéndose ésta uniforme por medio de un dispositivo que la agite.
Ademés, esta mezcla uniforme fluye simultdneamente hacia el exterior del recipiente
con otra rapidez (generalmente diferente). Determinar un modelo que nos permita

calcular la cantidad de sustancia S presente en la mezcla en el instante ¢.

Las condiciones del problema ya nos indican cuales son las suposiciones que
vamos a tomar en cuenta en la construccion de nuestro modelo. Si x representa la
cantidad de S presente en el instante ¢, entonces la derivada (jl—a; mide la rapidez de
variacion de x con respecto a t. Si denotamos “ent” la razén a la que S entra en

la mezcla y por “sal” la razéon a la que sale, entonces el modelo que expresa esta

situacién es

dx

— = ent —sal.
dt

Para tener una idea mas clara de la aplicacién de estos modelos matematicos

presentamos el siguiente ejemplo:

14
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Ejemplo 1.3. La corriente sanguinea lleva un medicamento hacia el interior de un
organo a razon de 3 cm?/seq, y sale de €l con el mismo caudal. El érgano tiene un
volumen liquido de 125 c¢m?. Si la concentracion del medicamento en la sangre que

entra en el drgano es de 0.2 gr/cm3:

a. ;Cudl es la concentracion del medicamento en el drgano en el instante t si

inicialmente no habia vestigio alguno del medicamento?

b. ;Cudndo la concentracion del medicamento en el drgano serd de 0.1 gr/cm??

Solucién. Sea M(t) la cantidad de medicamento en el 6rgano al segundo ¢. Puesto
que el 6rgano tiene un volumen liquido de 125 cm?, tenemos que la concentracién de

M
medicamento que sale del érgano es igual a 195 gr/em?.

Utilizando el modelo mateméatico para la cantidad de una sustancia en un
recipiente se tiene que (ver figura 1.4 para una representacion grafica de este ejemplo):

dM 3M
0.6

dt 1257
M(0) = 0.
Desde la pri i6 ti M i Int d da lad
esde rimera ecuacion se tiene que —————— = ——. Integrando a cada lado
ap a ecu qu A 195 gra a cada la

y realizando los calculos necesarios se tiene que la cantidad de medicamento en el

organo al segunto t esta dada por la expresion:
M(t) = 25 (1 - e—%s).

Observamos que las integrales se han tomado desde 0 hasta M(t) y desde 0 hasta

t respectivamente.

Finalmente, si escribimos Con(t) por la concentracion del medicamento al segundo

M(t
t tenemos que Con(t) = %5) Es decir:

3t
1—e718

Con(t) = g

Para responder al literal b del ejemplo tenemos que resolver la ecuacion

3t
1 —e"125

=0.1.
)

15
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Realizando los calculos respectivos tenemos que t =~ 29seg.

125em*

3em® [seg

@—»

M 1
T3 gr/em®

3em? [seg

— > v/

—_—

0.2gr/cm?®

Figura 1.4: Representacion de la entrada-salida de un medicamento en un érgano.

Ley de enfriamiento/calentamiento de Newton

Si un cuerpo, cuya temperatura es T', se encuentra rodeado o en los alrededores de
otro cuerpo, cuya temperatura es T),, termina alcanzando una temperatura igual a

T sea por perdida de temperatura (cuando Ty; < T) o por aumento de ésta (cuando

Si denotamos por T, a la temperatura del medio, entonces, de acuerdo con
la ley empirica de Equilibrio Térmico de Newton, la rapidez con la que cambia la
temperatura de un cuerpo es proporcional a la diferencia entre la temperatura del
cuerpo y la del medio que lo rodea. Si ademas suponemos que la temperatura del

cuerpo es Ty cuando t = t, entonces el modelo matemaético que expresa esta situacion

es: p
T
— =k(T -T,
T(to) — To,

donde k es una constante de proporcionalidad.

A continuacién presentamos un ejemplo que muestra una posible aplicacion de

este modelo matematico.

Ejemplo 1.4. Justamente antes del mediodia, el cuerpo de una victima de homicidio

es hallada en un cuarto que se conserva a temperatura constante e igual a 21 °C. A

16
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mediodia, la temperatura del cuerpo es de 26 °C' y a la una de la tarde, es de 24 °C'.
Considere que la temperatura del cuerpo en el momento de la muerte era de 37°C' y
que el cuerpo se ha enfriado de acuerdo con la Ley de FEquilibrio Térmico de Newton.

¢ Cudl fue la hora de la muerte?

Solucién. Fijemos el mediodia como la hora cero para nuestros célculos. Si ¢y denota
la hora de fallecimiento, entonces el problema pide hallat el valor de ¢, tal que se

satisfaga el siguiente problema:

dT
— =k(T"-21
T(to) = 37.

Desde la primera ecuaciéon, con los datos proporcionados por el problema, se

24 g 1
|t a
o6 1 —21 0

3
De la ultima igualdad se tiene que (realizar los calculos) k = In (5)

tiene

Nuevamente, desde la primera ecuaciéon tenemos

dr (3) /to
=In| = dt.
/26 T-21 5) Jo

~ —2. Luego, la hora de muerte es

Calculando la integral vemos que ty =

aproximadamente las 10 de la manana.

Proliferacion de enfermedades

Una enfermedad contagiosa, por ejemplo, la gripe, se propaga a través de una
comunidad por personas que han estado en contacto con otras personas enfermas.
Denotemos por x(t) el nimero de personas que han contraido la enfermedad y por
y(t) el ntimero de personas que atn no han sido expuestas al contagio. Si se supone
que la razon con la que se propaga la enfermedad es proporcional al nimero de
interacciones entre estos dos grupos de personas, entonces la ecuacion que describe
esta situacion es

=k
dt 'ry7

17
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donde k es una constante de proporcionalidad que se la puede llamar “constante de
propagacion de la enfermedad”. Si ademés suponemos que, en una comunidad de
N personas se introduce un ntimero de Ny enfermos, entonces podemos argumentar
que x,y estan relacionadas por la ecuacion x +y = N + Ny. Luego y = N + Ny — .
Finalmente, el modelo matematico para describir la propagaciéon de una enfermedad

es el siguiente:

dx
l‘(to) = No.

Observacion 1.2. El modelo matemdtico presentado para la propagacion de
enfermedades no toma en cuenta las migraciones. Un modelo que tome en cuenta
este hecho es mucho mds complicado (al menos es lo que se espera) que el presentado

en este texto.

El siguiente ejemplo es una modificacion del problema 7 de Zill [ZD, pag. 28|.
Este muestra una aplicacion elemental del modelo de propagacion de enfermedades

expuesto mas arriba:

Ejemplo 1.5. Suponga que un alumno es portador del virus de la gripe y regresa al
apartado campus de su universidad de 1000 estudiantes. Si al tercer dia el nimero de
enfermos es de cinco estudiantes, halle una expresion para el nimero de estudiantes
x(t) que contraerdn la gripe si la razon con la que la enfermedad se propaga es
proporcional al nidmero de interacciones entre el numero de estudiantes que tienen

gripe y el numero de estudiantes que aiun no se han expuesto a ella.

Solucidn. Para este problema, consideramos que N = 999, el numero de estudiantes
en el campus antes de reintegrarse el estudiante enfermo, Ny = 1. Podemos suponer

que ty = 0. Luego el modelo matematico que expresa esta situacion es:

dz

= kx(1000 —
7 kxz(1000 — x)
z(0) = 1.

Desde la primera ecuacion y desde la informacién proporcionada por el problema

5 dl’ 3
/1 x(1000 — z) k/o dt,

tenemos

18



Leonidas Cerda y Janneth Morocho

realizando los caclulos (hacerlos) se tiene que

1
e (22,
3000 199

Nuevamente, desde la primera ecuacion (realizar los calculos), tenemos que la

expresion para la nimero de estudiantes que contraerén la gripe esta dada por:
3 In 999 t
1000e ()
3 In( 9229 )¢ '
999 — ¢ 1"(1#)

x(t) =

Modelos matematicos generados por problemas diversos

A continuacién se presentan algunos problemas que ilustran la construcciéon de un
modelo matematico a partir de situaciones fisicas que se presentan en determinados

problemas de carécter fisico y/o técnico.

Problema 1.1. Hallar un modelo matemdtico que describa la variacion del nivel de
agua en el tiempo, en un tanque cilindrico de almacenamiento de agua que tiene un
diametro D y una altura inicial de agua hg, a partir del momento en que se abre la

tuberia de desfogue inferior con un didmetro d.

Solucién. La figura 1.5 muestra graficamente las condiciones del problema 1.1.

D

_______________________

hy

h

Figura 1.5: Representacion de un tanque cilindrico de almacenamiento de agua
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Para hallar el modelo matemético tomamos en cuenta lo siguiente:

1. Por un lado, el caudal de salida de agua es igual a la velocidad de salida de
agua multiplicada por el adrea de la seccion transversal. Sea v la velocidad de
salida de agua. Por el Teorema de Torricelli se tiene que v = \/2gh. Ademas, el

2
area de la seccion transversal es igual a T Denotemos con ¢, el caudal de

d2
salida del agua. Asi, tenemos que ¢, = Tﬂ\/ZQh.

av
Por otro lado, se define g = —, donde V' es el volumen de agua en el cilindro.

dt
) dv  d*x
Igualando las dos expresiones para ¢, tenemos o T\/2gh. Luego
dQ
dv = TF\/Qghdt. (1.1)

2. El diferencial de volumen de agua en el tanque cilindrico es igual al area de la
seccion transversal multiplicada por un diferencial de altura. Sea h la altura de

agua en el tanque, luego se tiene que

D2
dv = —="an, (1.2)
4
donde el signo “—" indica que el volumen va disminuyendo.

D?*r
4

d2
Igualando las ecuaciones 1.1 y 1.2 se tiene TW\/Qtht = — dh. Eliminando

términos semejantes, la altima ecuaciéon se puede escribir como

dh &

Si pedimos que h(ty) = hg, entonces el modelo matemético que describe la variacion
del nivel de agua en el tiempo, en un tanque cilindrico de almacenamiento de agua
que tiene un didmetro D y una altura inicial de agua hg, a partir del momento en

que se abre la tuberia de desfogue inferior con un diametro d estd dado por

dh d?
R A A
h(t()) == ho.
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Problema 1.2. Se denomina curva de persecucion a la curva que describe un objeto
que se desplaza a velocidad constante w, y que persigue de manera optima a otro que

se desplaza en linea recta a una velocidad v también constante.

Hallar un modelo matemdtico que describa una curva de persecucion.

Solucién. Sea A el objeto que describe la curva de persecucion (la curva en rojo de
la figura 1.6) y sea B el objeto que es perseguido por el objeto A. Ademés, suponemos

que la distancia entre Ay B es c.

I
I
I
I
I
I
I
# Qc,vt)
I
I
I
I
I
I
I
I
I

N
\
Y

Figura 1.6: Representacion de una curva de persecucion

En el instante en el que el objeto B se encuentra en la posicion @), el objeto A se

encuentra en la posicion P. Luego, por la definicién de curva de persecucion, tenemos

dy vt—y

— . 1.
dx c—x (1.3)

Desde la fisica elemental se conoce que la rapidez se define como la variacion del

arco de la curva descrita por un objeto respecto al tiempo.
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Figura 1.7: Aproximacién de la rapidez de un objeto

Desde la figura 1.7 se puede ver que

As ~ \/(Ax)? + (Ay)?

2
=4/1+ (%) Azx.

Ax
A Ay’ A
Dividiendo cada termino por At se tiene que Ki ~ql1+ (A_i> thc Tomando
limite cuando At — 0 se tiene
ds dx
— =4/1 N2 —. 1.4
= VIT WP (1.4
Observacion 1.3. Dejamos como ejercicio para el lector la justificacion del hecho
A d
que 29 Y wando At — 0.
Ax dx

En la Ecuacién 1.3 ponemos p = d_y y despejamos la variable t. Realizando
x

cuentas se tiene
,_ytple—2)
» .
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Ahora derivamos t respecto a x:

dat 1 (dy dp
R 1 A '
dr v (dx o=l (@ x)d:c)
1 dp
=5 (p—p‘f‘(C—x)%)
_c—xdp
v dx
En la ecuacion 1.4 ponemos b = d_j y despejamos el valor de T Realizando cuentas
x
. dt 1 —p? -y :
(hacerlo) se tiene i Igualando las dos tultimas expresiones, tenemos
x
c—xdp /1-—p?
v odr b

Finalmente, suponiendo que p(0) = 0, el modelo matematico para describir una curva
de persecucion esta dado por:

dp

v
de b c—z '’

Problema 1.3. Considere dos tanques A y B conectados entre si. Suponga que el
tanque A tiene un volumen Vy, de agua en el que se han disuelto L4 libras de sal.
Suponga que el tanque B tiene un volumen Vg de agua pura. Un mecanismo bombea
agua pura hacia dentro del tanque A y salmuera hacia afuera del tanque B, existe un
intercambio de liquido entre los tanques. Construir un modelo matemdtico que describa
la cantidad de libras x1(t) y x2(t) de sal en los tanques A y B, respectivamente, en

el tiempo t.

Solucidn. La figura 1.8 muestra las condiciones impuestas al problema 1.3.

Con un analisis similar al que se realizo en el ejemplo 1.3 (ver p. 15) vemos que

la razén de cambio de sal en el tanque A esta dado por:

razén de entrada de la sal razén de salida de la sal
dry °~ To 7 Ty
Cl = Ca04Cpa- 2~ Cap- ot
dt Vs Vi (1.5)
Cap Cpa
= — 1+ ——To.
Va VB
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De manera similar, para el tanque B, la razén de cambio de sal es

dxs 1 Ta T3
22 Oup 2 Opa - 22 Oy 22
at vy TP vy TPy (16)
_ CBAx (Ca+Cs . '
Vy ! Vs -
agua pura caudal Cpa

caudal Ca

‘ mezcla ,
11T

caudal CaB mezcla

caudal Cp

Figura 1.8: Tanques de mezclado conectados

Tomando en cuenta que z1(0) = L y 22(0) = 0, el modelo mateméatico que
describe la cantidad de libras z1(t) y 22(t) de sal en los tanques A y B esta dado

por el siguiente conjunto de ecuaciones:

'%:_CABx _i_CBAx

dt Vit v P
@_CBA:E _ (CBa+Ch .
da Vit Vg 2
$1(0):LA

\QJg(t):O

Problema 1.4. El aprendizaje es un proceso extremadamente complejo. Sin
embargo, es posible construir modelos matemdticos de ciertos tipos de memorizacion.
Por ejemplo, considere una persona a quien se le da una lista para estudiar y
posteriormente se le hacen pruebas periodicas para determinar exactamente qué tanto

de la lista ha memorizado. Sea L(t) la fraccion aprendida de la lista en el tiempo t,
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donde L = 0 corresponde a no saber nada del listado y L = 1 corresponde a saber
todo el listado. Fvidencia experimental muestra que la variacion de L es proporcional

a la fraccion que queda por aprender.

1. Hallar un modelo matemdtico para describir L(t).

2. sPara qué valor de L ocurre mds rapidamente el aprendizaje?

Solucion. Puesto que la fraccion aprendida de la lista en el tiempo ¢ es proporcional
a la fraccional que queda por aprender y L = 1 corresponde a saber todo el listado,
se tiene que

dL

— =k(1-1L),

o = k(1 -L)
donde k es una constante de proporcionalidad. Si ademés suponemos que L(0) = 0,

entonces el modelo matematico que describe la fraccion aprendida de una lista esté

dado por
dL
—=k(1-1L
o = k(1 -1L)
L(0) = 0.

Para responde al segundo literal partimos de la ecuaciéon T k(1 — L). En efecto,

: : . dL Lodr t
a partir de esta igualdad se tiene que = kdt, luego —— =k [ dt

Realizando los céalculos (hacerlo) se tiene que
Lt)=1—e*. (1.7)

Un anélisis cuantitativo de la ecuaciéon 1.7 nos indica que el aprendizaje ocurre mas
rapidamente cuando L = 0. La figura 1.9 muestra la curva L(t) para algunos valores

de la constante k.
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Figura 1.9: Gréafico de la funcion L(t) para algunos valores de k

Observacion 1.4. El lector puede trazar algunas curvas L(t) para valores negativos

de k y darse cuenta que L(t) tiene sentido inicamente para valores positivos de k.

Problema 1.5. Hallar una curva que pase por el punto (0, —6), de tal forma que
la pendiente de la tangente en cualquiera de sus puntos sea iqual a la ordenada del

punto mds siete unidades.

Solucién. Sea y(z) la curva. Puesto que la pendiente de la tangente en cualquier

d
punto es igual a d—y, el modelo matematico que hallara la curva solicitada es
x

dy
% =y+7
y(0)) — 6.

Para hallar explicitamente y(x) resolvamos el problema matematico planteado por

d
el modelo matematico. Es decir, hallamos y(x) a partir de la ecuacion d_y =y+T.
x

Se tiene que dy7 = dz. Luego, integrando a cada lado, In(y + 7) = = + k, donde
k es una constante de integracion. Para hallar el valor de la constante k£ utilizamos
la condicién y = —6 cuando x = 0. Haciendo cuentas, se tiene que k£ = 0, luego
In(y 4+ 7) = x. Despejando la variable y de la ultima expresion tenemos que la curva

estda dada por la ecuacion y(z) = e* — 7.

26



Leonidas Cerda y Janneth Morocho

Para mas ejemplos de modelos y los problemas matematicos que generan estos,

se recomienda consultar la bibliografia.
Ejercicios
El siguiente bloque de ejercicios ha sido tomado de Becerril y Elizarraz [BE].

1. Encontrar las trayectorias ortogonales de la familia de pardbolas y = ca?.

2. Determine el miembro de la familia de trayectorias ortogonales de 3zy? = 2+3cz,

que pasa por el punto (0,4).

3. En 1950 se hicieron excavaciones en Nipur (Babilonia), en las cuales se
encontraron muestras de carbéon que reportaron 4.09 desintegraciones por
minuto y por gramo. Una muestra actual reportd 6.68 desintegraciones por
minuto y por gramo. Se sabe que la primer muestra se formo6 en la época
del reinado de Hammurabi. Con estos datos, determine hace cuanto tiempo

Hammurabi reiné en Babilonia.

4. Un cuerpo a una temperatura desconocida se pone en un refrigerador a una
temperatura constante de 1 °F. Si después de 20 minutos la temperatura del
cuerpo es de 40 °F' y después de 40 minutos la temperatura del cuerpo es de

20 °F, hallar la temperatura inicial de este.

5. En un cultivo de bacterias, se tenian x nimero de familias. Después de una
hora, se observaron en el cultivo 1000 familias de la bacteria y después de
cuatro horas, cuatro familias. Encontrar la expresion para el nimero de familias
de la bacteria presentes en el cultivo al tiempo ¢ y el niimero de familias de la

bacteria que habia originalmente en el cultivo.

6. Un tanque contiene inicialmente 60 galones de agua pura. Entra al tanque, a
una tasa de 2 gal/min, salmuera que contiene 1 libra de sal por galon, y la
solucion (perfectamente mezclada) sale de él a razon de 3 gal/min. Obtenga el

namero de libras A(t) de sal que hay en el tanque en un instante cualquiera.
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. Cuanto demorara el tanque en vaciarse? ;Cudl es la maxima cantidad de sal

que llega a tener el tanque?

1.2 Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer

orden separables

En esta seccion estudiamos el primer y quiza més sencillo tipo de ecuaciéon diferencial.
Notamos ademés que el método usado para hallar la solucién de estas ecuaciones
también fundamenta la forma en que resolvimos algunos de los problemas matematicos

planteados por los modelos de la seccion 1.1.

Comenzamos definiendo qué se entiende por ecuacion diferencial y dando algunos

conceptos relacionados con las ecuaciones diferenciales.

Definiciéon 1.2. Se llama ecuacion diferencial a cualquier ecuacion en la cual
aparezcan las derivadas de una o mas variables independientes, las incognitas de la

ecuacion, respecto a una o mds variables dependientes?.

Son ejemplos de ecuaciones diferenciales las siguientes:

1. Z—z+5xy:senx.
2. %+5Z—z+7$:xy.
4. %zum.

Sobre el conjunto de todas las ecuaciones diferenciales se puede hacer una primera

clasificaciéon de acuerdo a la naturaleza de las derivadas que aparecen en la ecuacion.

Definicion 1.3. Una ecuacion diferencial se llama ecuacion diferencial ordinaria

(EDO) si en ella aparecen inicamente derivadas ordinarias. Si en la ecuacion aparecen

2En esta definiciéon de ecuacion diferencial estan excluidas ecuaciones de la forma

d(uv)  du dv ., ) .
i =V + U (e”)" = e”, etc. que son identidades.
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deriwadas parciales la ecuacion se dice que es una ecuacion diferencial en derivadas

parciales (EDP).

En los ejemplos anteriores, las ecuaciones 1 y 2 son EDO mientras las ecuaciones

3y 4 son EDP.

Una segunda clasificacién sobre el conjunto de ecuaciones diferenciales estéd dada

por el orden de la derivada de mas alto orden que aparece en la ecuacion.

Definicion 1.4. Se llama orden de una ecuacion diferencial al orden mds alto de la

deriwada que aparece en la ecuacion.

Las ecuaciones de los ejemplos 1 y 4 son ecuaciones de primer orden mientras

que las ecuaciones 2 y 3 son de segundo orden.

Una ecuacion diferencial ordinaria de n-ésimo orden se puede escribir de la forma:
F(z,y,9,y"....y™) =0. (1.8)

La nocion de solucion de una ecuacion diferencial es, claramente, la misma que
se tiene para una solucion de cualquier ecuaciéon. La definiciéon exacta de solucion de

una ecuacion diferencial ordinaria es la siguiente:

Definiciéon 1.5. Se llama solucion explicita de la ecuacion 1.8 en un intervalo I a

cualquier funcion f definida en I, que admite hasta la n-ésima derivada para todo x

df d? d"
f 4y —f> es idénticamente nulo para cada x € 1.

de]ytalqueF(m,f,d—,ﬁ,...,d
T axr "

Por ejemplo, la funcién f definida para todo real x por f(z) = 2senx + 3 cosx
2

es una solucién explicita de la ecuacion diferencial d—g + y = 0 en todos los reales.
x

En efecto, para comprobar que f es una solucion de la ecuacion diferencial tenemos

que calcular la segunda derivada y reemplazar este valor en la ecuacion diferencial.

d
—f = 2cosx — 3senwx.
dx
d2
_dx]; = —2senx — 3coST.
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Reemplazando se tiene

dQ
d—°]2c+f = —2senx — 3cosx + 2senx + 3cos,
T

que es idénticamente igual a cero en todos los reales

Observacion 1.5. En la mayoria de los casos, lo mds que se puede esperar al
aplicar algiin método de resolucion de una ecuacion diferencial es hallar una relacion
g(x,y,c) = 0 que satisfaga la ecuacion diferencial. Una relacion de este tipo, es decir,
una relacion que satisfaga la ecuacion diferencial, se llama solucion implicita si, a

partir de esta, se puede definir una solucion explicita en un intervalo I.

Por ejemplo, la relacion z? + y?> — 25 = 0 satisface la ecuacion diferencial
d
T + yd—y = 0 (comprobarlo). Ademaés, esta relacion define la funcion f(z) = /25 — 22
x
que es una solucion explicita en el intervalo I = [—5,5] (comprobarlo). Luego la

relacion 22 + 3% — 25 = 0 es una soluciéon implicita.

Observacion 1.6. Una relacion g(x,y,c) = 0 que satisfaga una ecuacion diferencial
pero que, a partir de esta, no sea posible hallar una solucion explicita de la ecuacion
diferencial en algin intervalo I, se llama solucion formal de la ecuacion. Por ejemplo,
la relacion x2 + y? + 25 = 0 es una relacion que satisface la ecuacion x + y% =0,
pero claramente se ve que esta relacion no define ninguna funcion que sea solucion

explicita de la ecuacion. Luego, la relacion x* + y? + 25 = 0 es una solucion formal.

De ahora en adelante, a menos que se indique lo contrario, solo diremos solucién
de la ecuacion diferencial sin indicar si se esta tratando con una solucién explicita o
implicita.

Una ecuacioén diferencial ordinaria de primer orden es aquella ecuacion diferencial

que tiene o se puede reducir a la forma

dy

= fay) (1.9)

Proposicion 1.1. Toda ecuacion diferencial de primer orden se puede escribir de la

forma M(x,y)dx + N(z,y)dy = 0.
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Demostracion. Ya que una ecuaciéon de primer orden tiene la forma 1.9, ponemos

M(z,y) = f(x,y) y N(z,y) = —1. 0

Una ecuacion diferencial de primer orden escrita como M (z,y)dx+ N(z,y)dy = 0
se dice que esta escrita en forma diferencial. La forma diferencial de una ecuacion de
primer orden es importante porque a partir de ésta se puede decidir con que tipo de

ecuacion diferencial se estéd tratando.

A continuacién pedimos hallar la forma diferencial de una ecuacion diferencial

particular.
2
x
Ejemplo 1.6. Hallar la forma diferencial de la ecuacion y — ——— =0
sen(x — y)
y a?
Solucién. Escribimos la ecuacion como — = ——— . Luego, multiplicando y

dx  sen(r —y)
trasponiendo términos, tenemos que la forma diferencial de la ecuacion es

v?dz — sen(z — y)dy = 0.

Sea g(z,y,c) = 0 la solucion de la ecuacion M(x,y)dzr + N(z,y)dy = 0. La
relacion g(z,y,c) = 0 define una familia uniparamétrica de curvas llamada curvas
integrales de la ecuaciéon diferencial. Por ejemplo, las curvas integrales de la ecuacion
diferencial x + y% = 0 es la familia uniparamétrica de curvas z2 + y? — ¢ = 0 donde

c> 0.

En el siguiente grafico, se pueden apreciar algunas de estas curvas integrales.

-

z
N

N

dy_
dr

Figura 1.10: Curvas integrales de la ecuacion x + y 0
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En muchos problemas es comin que aparezca una condiciéon adicional que debe
satisfacer la solucion de la ecuacion diferencial. Por ejemplo, se puede pedir hallar
la solucion de la ecuacion ;l_z = f(z,y) de tal forma que la solucién, digamos y(z),
satisfaga la siguiente condiciéon: y = yy cuando = = z(. Este tipo de problemas se

les conoce como problemas con condiciones iniciales cuando xy = 0 y problemas con

condiciones en la frontera en caso contrario.
La forma habitual de escribir este tipo de problemas es como sigue:

Resolver el problema:

dy
% - f(xay)a
y(z0) = Yo

El sentido geométrico de un problema con condiciones iniciales (con condiciones
en la frontera) consiste en elegir del conjunto de curvas integrales justo aquella que

satisface la condicon adicional.

El siguiente grafico muestra algunas curvas integrales y cudl es la curva que esta

eligiendo la condicion y(xg) = yo.

Yo

€Iy

d
Figura 1.11: Solucion al problema d_y = f(x,y),y(zo0) = Yo
x

La nocién de problema con condiciones iniciales y problema con condiciones en
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la frontera se puede extender facilmente a ecuaciones diferenciales de n-ésimo orden

de la siguiente manera:

Resolver: (
F(z,y.9.y",...,y™) =0,
y(xo) = vo,
y'(1) =y,
y'(22) = v,
ky(n_l) (Tn-1) = Yn-1.
Cuando zg = 1 = ... = x,_1, el problema se llama problema con condiciones

iniciales, en caso contrario, se llama problema con condiciones en la frontera.

Observacion 1.7. Cuando resolvemos un problema con condiciones iniciales (o con
condiciones en la frontera), es importante de que estemos sequros que tal solucion

existe, sino podriamos pasar toda la vida buscando una solucion que podria no existir.

El siguiente teorema, cuya demostracion cae fuera del alcance de este texto, da
una condiciéon suficiente para la existencia y unicidad de soluciones de una ecuacion

diferencial de primer orden con una condicion adicional del tipo y(zo) = yo.

Sea R = (a,b) x (¢,d) un rectangulo del plano =y, (g, v0) € R.

Teorema 1.1. Si la funcion definida por f(x,y) y su derivada parcial especto a y

son ambas funciones continuas en R, entonces el problema

dy
% - f(xa y)>
y(z0) = Yo.

tiene solucion unica.
Ahora retomamos nuestro estudio de las ecuaciones diferenciales de primer orden.

Recordamos que la proposiciéon 1.1 nos dice que toda ecuacion diferencial de primer

orden se puede escribir de la forma M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0.
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Definicién 1.6 (Ecuacion separable). La ecuacion diferencial de primer orden
M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0 se llama ecuacion diferencial en variables separables o

simplemente ecuacion separable si M (z,y) = fi(x)g2(y) v N(x,y) = fa(x)g1(y).

Notamos que, si M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0 es una ecuacion separable, entonces

se la puede escribir como

fi(z) nly)
fz(x)dx + 92<y>dy — 0. (1.10)

La solucion de una ecuacion separable se obtiene integrando, es decir, la solucion

de una ecuacién separable es

fi(x) gy)
f2(33>dx " / 92(3/)dy a

Ejemplo 1.7. Resolver la siguiente ecuacion diferencial (y* + xy?)y + 2? — yz? = 0.

Solucién. Primero escribimos la ecuacion en su forma diferencial. Realizando

operaciones, vemos que esta ecuacion la podemos escribir como
(2% — ya®)dx + (y* + zy®)dy = 0,

por tanto M (x,y) = 22 —yx? = 2?(1—y) y N(z,y) = y*+xy*> = y*(1+x). Dividiendo

toda la ecuacion para (1 —y)(1 + z) la ecuacion queda de la forma

x2

y?
d dy = 0.
1+ x+1—y Y

2

2
Luego, la solucion es / 1 i dz + / 1 Y dy = c. Integrando, se tiene que la soluciéon
x

de la ecuacion diferencial es

22 2
?—x+ln(m+1)—5—y—ln(1—y):c.

Ejemplo 1.8. Resolver el siguiente problema con condiciones iniciales:

ry/1—y?dx + yv1 — 22dy = 0,

y(0) = 1.

Solucién. Primero resolvemos la ecuacion /1 — y?2dz+y+/1 — x2dy = 0. Separando

variables e integrando se tiene que
Vi—22—\/1—y?>=c (1.11)
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es la solucion de la ecuacion. La condicion y(0) = 1 nos permite hallar el valor de la
constante c. Como la condicion inicial nos dice que x = 0, y = 1, reemplazamos estos

valores en la ecuacuén 1.11 y resulta que ¢ = 1. Luego, la solucién del problema con

condiciones iniciales es /1 — 22 — /1 —y2 = 1.

El siguiente ejemplo muestra una ecuacion diferencial que no es separable pero,
con un cambio de variable adecuado, se la transforma en una ecuaciéon diferencial
separable.

2
Ejemplo 1.9. Probar que la ecuacion (:E—I—y)da:—(x—) dy =0 se puede
Y

transformar en una ecuacion diferencial separable.

Solucién. Afirmamos que la sustitucion x = uy transforma la ecuacion diferencial
2
x

(x +y)dx — (—) dy = 0 en un acuacion diferencial separable. En efecto, tenemos
Y

que dx = ydu + udy. Reemplazando estos valores en la ecuacion diferencial tenemos
uZy?
(uy + y)(ydu + udy) — <7) dy = 0.

Multiplicando y agrupando términos tenemos (se pide al lector que realice las
cuentas) y*(u + 1)du + uydy = 0. La tltima ecuacién es claramente una ecuacién

diferencial en variables separables.

El ejemplo 1.9 muestra que existen ecuaciones diferenciales que son susceptibles de
transformarlas en ecuaciones separables. La siguiente seccion estudia casos particulares

de estas ecuaciones.
Ejercicios

El siguiente bloque de ejercicios ha sido tomado de Boyce y DiPrima [BD|.

1. Demostar que la ecuaciéon Y
dr 1—y

dy_3x2—|—4:v+2
dr — 2(y—1)

y(0) =1

2. Resolver el problema con valor inicial
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dy  ycosw

3. Encontrar una solucién al problema con valor inicial dr 142y
y(0) =1

Hallar la solucion general de las siguientes ecuaciones diferenciales:
4.y = (cos® z)(cos® 2y).

5. zy = (1 —y?)V/2%

xT

r—e"
6. y = )
YTy
dr  r?
7. — = —.
df )

8. sen 2z dx + cos 3y dy = 0.

9. y?*(1 — 2?)Y2dy = arccos z dz.

1.3 Ecuaciones diferenciales ordinarias que se

pueden reducir a ecuaciones separables

En esta seccion, estudiamos algunos tipos de ecuaciones que se pueden reducir a

ecuaciones separables a través de sustituciones.

Las ecuaciones diferenciales de primer orden homogéneas (ver definiciéon 1.8)
son una clase tipica de ecuaciones diferenciales que pueden reducirse a ecuaciones
separables. Antes de dar la definicion de ecuacion diferencial homogénea tenemos

que dar la siguiente definicion.

Definicion 1.7. Sea f una funcion de m variables. Se dice que [ es una funcion

homogénea de grado n si para todo A € R su cumple que

fxy, Azg, .oy Azy) = N f(xq, 20, .., 2.

En el caso particular de una funciéon de dos variables z,y se tiene que f es una

funcion homogénea de grado n si para todo niimero real A se cumple que
oz, Ay) = X" f(z,y).
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Son ejemplos de funciones homogéneas las funciones definidas como:

L f(z,y) =2 + xy.

2. f(z,y) = Va2 +y? + 3z — 2y.
3 x 2, U
3. f(x,y) = a°cos <—) — ryes.
Y
z? + 3xy
4. = ——"

La funcién del ejemplo 1 es una funciéon homogénea de grado 2, las funciones de los
ejemplos 2, 3 y 4 son funciones homogéneas de grado 1, 3 y 0 respectivamente. Un

ejemplo de funcién que no es homogénea es la funcién definida por f(x,y) = r?+2x—y.
Ahora ya podemos definir el concepto de ecuacion diferencial homogénea.
Definicion 1.8. La ecuacion diferencial M (x,y)dz+N (z,y)dy = 0 se llama ecuacion

diferencial homogénea si las funciones M y N son ambas funciones homogéneas del

mismo grado.

La ecuacion diferencial (z — y)dx + zdy = 0 es una ecuaciéon homogénea, pues

M(A\z, \y) = Az — \y

= Az —y)
= AM(z,y)

N(Az, \y) = Az
= AN(z,y).
Es decir, M y N son ambas funciones homogéneas de grado 1.
El siguiente teorema nos dice que toda ecuacion diferencial homogénea se

puede transformar en separable. Su demostraciéon nos indica coémo realizar esta

transformacion.

Teorema 1.2. Si M(x,y)dz+ N(x,y)dy = 0 es una ecuacion diferencial homogénea,

entonces un cambio de variable la transforma en separable.
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Demostracion. Sea x = wuy. Derivando implicitamente tenemos dxr = ydu + udy,
reemplazamos estos valores en la ecuacion diferencial. Ya que las funciones M y N

son ambas funciones homogéneas del mismo grado tenemos
y" M (u, 1)(ydu + udy) + y" N (u, 1)dy = 0.

Luego yM (u, 1)du + (uM (u, 1) + N(u, 1))dy = 0. La tltima ecuacion es claramente

una ecuacion diferencial en variables separables. O

Observacion 1.8. Utilizando la sustitucion y = vx también se consigue una ecuacion

diferencial en variables separables (realizar los cdlculos).
2
Ejemplo 1.10. Resolver la ecuacion (x + y)dx — (x_) dy = 0.
Y

2

Solucion. En este caso, se tiene que M (x,y) = x +y, N(z,y) = ——. Veamos si las
Y
funciones M y N son ambas funciones homogéneas:

MMz, \y) = Az + Ay
=Nz +vy)
= \M(z,y).
Para la funcién N tenemos
(Ax)?
Ay
A2 g2

Ay

Puesto que las funciones M y N son ambas funciones homogéneas de grado 1, la

ecuacion diferencial es homogénea. Por el teorema 1.2 la sustitucion x = uy transforma
2
x
la ecuacion (x + y)dz — (—) dy = 0 en una ecuacion diferencial separable. En efecto,
)

la ecuacion se transforma en y?(u + 1)du + uydy = 0 (ver ejemplo 1.9 de la pag. 35).

Resolviendo esta ecuacion separable (realizar las cuentas) se tiene que In(uy) +u = ¢
T

es su solucion. Realizando la sustitucion inversa se tiene que la relacion Inz + — = ¢

Y
es la solucion de la ecuacion diferencial original.
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Ejemplo 1.11. Resolver la ecuacion xy' = \/y?> — x2.

Solucion. Escribimos la ecuacion en forma diferencial:

Vy? —2?dx — xdy =0

Como
M(A\z, \y) = /A2y% — X222
= MW1? —a?
=AM (z,y).
y

N(Az, \y) = —(A\z)
= AN(z,y),

la ecuacion es homogénea. Ponemos = = uy. Luego la ecuacion se transforma en
v’ V1 — utdu + yu(v1 —u2 — 1)dy = 0.

Esta ecuacion diferencial es una ecuacion en variables separables. El lector puede

comprobar que la soluciéon de esta ecuacion es
1 V1—u?
—3 (\/1 —u?+1In (_u —u)) +Iny=c.
u

Para completar la resolucion del ejemplo reemplazamos v = — en la dltima ecuacion.
Y

Observacion 1.9. La ecuacion (ayx + biy + ¢1)dz + (asx + boy + c2)dy = 0 no es
una ecuacion homogénea cuando por lo menos uno de los coeficientes ¢; 0 ¢y son

diferentes de cero.

Este tipo de ecuaciones se pueden transformar en ecuaciones homogéneas cuando

el sistema

a1 x + bly +c = 0,
(1.12)

asx + boy +co =0

tiene sulucién unica.

Teorema 1.3. Si el sistema 1.12 tiene solucion unica, entonces la ecuacion diferencial
(@12 + bry + ¢1)dx + (agx + boy + ¢2)dy = 0 se puede transformar en una ecuacion

diferencial homogénea.
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Demostracion. Sea (zg,yo) la solucion del sistema 1.12. Ponemos

T = p+ To,
Yy =w + Yo.

Tenemos dx = du y dy = dw. Sustituyendo en la ecuacion diferencial resulta que
(a1 pt + a1z + biw + biyo + ¢1)dp + (agp + asxo + bow + bayo + c2)dw = 0. (1.13)

Ya que (g, o) es la solucion del sistema 1.12 tenemos que ajxg + b1yo + ¢ =0y

aso + boyog + co = 0. Luego, la ecuacion 1.13 nos queda como
(a1 + byw)dp + (azp + bow)dw = 0,
que es claramente una ecuacion diferencial homogénea. O]

Ejemplo 1.12. Resolver la ecuacion (z + y)dxr + (xr —y — 1)dy = 0.

Solucion. La solucién del sistema

z+y=0,
r—y—1=0
1 1 1
es el punto 373 ) Ponemos = = p + SYy=w-—g. Reemplazando estos valores

y simplificando nos queda (p + w)du + (1 — w)dw = 0 (realizar los célculos) que es
una ecuacion diferencial homogénea. Ahora utilizamos el cambio de variable que se
indica en la demostracion del teorema 1.2. Es decir, ponemos p = v w, derivando
implicitamente la ultima igualdad obtenemos dy = w dv + v dw. Reemplazamos
estos valores en la ecuacion diferencial (p + w)dp + (1 — w)dw = 0; simplificando y
agrupando términos obtenemos la ecuacion w?(v + 1)dv + w(v? + 2v — 1)dw = 0 que

es una ecuacion separable. La tltima ecuacion la podemos escribir como

v+1

1
G B — —dw = 0. 1.14
v2+2v—1dv+wdw 0 (1.14)

1 1
La solucién de la ecuacion 1.14 estd dada por /Ldv—i- —dw = c.
v2+20—1 w

Es decir, la soluciéon de la ecuacion 1.14 es 5111(1)2 +2v—1) + Inw = ¢ luego,

wVv2+2v—-1=c.
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Puesto que v = ﬁ, la solucion de la ecuacion (p + w)dp + (p — w)dw = 0 esta
w

dada por la relacion p? + 2uw — w? = ¢ (hacer las cuentas). Finalmente, ya que

1 1
p=r-—syw=y + > la solucion de la ecuacion diferencial

(x +y)dx + (x —y — 1)dy = 0 (la ecuacion de partida)

, y 1 1 1 1\?
esta dada por la relacion T-3 + 2 z-3 y+§ — y+§ .

Ejemplo 1.13. Resolver la ecuacion (3z + 4y — 11)dx — (2o + 5y — 12)dy = 0.

Solucién. La solucién del sistema
3v+4y —11=0
—2r—by+12=0

es el punto (1,2). Ponemos x = 1+ 1 y y = w + 2. Reemplazando estos valores en la
ecuacion diferencial nos queda la euacion homogénea (3u + 4w)dp — (2 + 5w)dw = 0.
Para resolver esta ecuacion utilizamos el mismo procedimiento empleado en los
ejemplos 1.11 y 1.10 para hallar la solucién de una ecuaciéon homogénea. La solucién
de la ecuacion original se la consigue con un proceso analogo al utilizado en el ejemplo

1.12.

Ejercicios

El siguiente bloque de ejercicios ha sido tomado de O’Neil [OP].
2

1. Comprobar si la funcion definida por f(z,y) = y_2 + Y s homogénea.
2

d
2. Comprobar si la ecuacion diferencial a:3d—y = 2%y — 2y* es homogénea.
x

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

d 2
3. —y=<2+y).
X

dx
4 @_ 2r+y—1 2
“dr x—2 ’
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En cada uno de los siguientes ejercicios determine si la ecuacion es homogénea o
reducible a homogénea. Si lo es, hallar su solucién general. Si no lo es, no intente

resolverla en este momento.

dy_ 2
dy
6. — =.
(@+y) =y

7. Bx—y—9)dr — (v +y+1)dy = 0.

,  T—Yy+6
Y= 3r _3y+4

d
) x3—y = 2%y — o>
dx

d

Y
10. x— = 4 .
T Y+ 4y/xy

Ne}

1.4 Ecuaciones diferenciales exactas y factor de

integracion

Antes de definir una ecuaciéon diferencial exacta recordamos que si F' es una funcion
de dos variable que tiene derivadas parciales de primer orden continuas, el diferencial

total de F esté definido como

Definicién 1.9. La ecuacion diferencial M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0 se dice que
es una ecuacion diferencial exacta si existe una funcion de dos variables F' tal que

dF = M(z,y)dx + N(x,y)dy.

El siguiente teorema nos dice como saber si una ecuacion diferencial es exacta.

Teorema 1.4. Si las funciones M y N tienen derivadas de primer orden continuas,

entonces la ecuacion diferencial M(x,y)dxz + N(x,y)dy = 0 es ezxacta si y solo si
oM  ON
oy Oz’
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Demostracion. Supongamos que M (x,y)dx + N(x,y)dy = 0 es una ecuacion
diferencial exacta. Por definicién se tiene que existe una funciéon de dos variable F’
tal que dF = M (z,y)dz + N(z,y)dy, luego

OF o, OF

=M N.
ox Y dy

Ya que las funciones M y N tienen derivada de primer orden continua se tiene, por

el Teorema de Schwarz,

O’F  O*F
oydxr  0x0y’
) oM  ON
uego — = —
80y T or
oM  ON
Ahora supongamos que T Tenemos que hallar una funciéon de dos
Yy x
variables F' tal que
OF
— =M 1.15
e (1.15)
oF (1.16)
Jdy

Afirmamos que la funcién F' definida por:

F(z,y) Z/M(%y)dwﬂLg(y) con g(y) = / (N(Ly) —%/M(x,y)dx> dy.

cumple las condiciones que se piden en las ecuaciones 1.15 y 1.16.

Antes de demostrar que esta afirmacion es correcta, comprobemos que la funciéon

g es efectivamente una funciéon que depende tnicamente de la variable y. Es suficiente

0 0

— (N —— | M =

w( (z,9) ay/ (:v,y)dx) 0
Resulta que

0 o) _ ON(z,y) 0? /
_ ON(z,y) 0? /
T dr Oydx Mz, y)d

N D (D [ )

_ ON(z,y)  OM(z,y)
Y dy

ver que

=0.
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Ahora veamos que la funcién F' en verdad satisface las ecuaciones 1.15 y 1.16.

La ecuacion 1.15 es inmediata. Por otro lado tenemos que

‘?9]; a/Mxydx+—</nydy /<£/M($7y)df’f)dy)

/Mxyda:+Na:y /M:cyda:
= N(z,y).
O

Observacion 1.10. En la demostracion del teorema 1.4 también podemos utilizar

la funcion F definida como
F(z,y) = /N(x,y)dy—i—h(:c) con h(z) = / <M(x ) /N z,y dy) dx.

Si M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0 es una ecuacion diferencial exacta, entonces su
solucion esta dada por F(x,y) = c. La verificacion de que esta es efectivamente la

solucion de la ecuacion diferencial exacta se deja como ejercicio para el lector.

El siguiente ejemplo muestra el procedimiento estandar para hallar la solucion

de una ecuaciton diferencial exacta.

Ejemplo 1.14. Resolver la siguiente ecuacion diferencial:
(2° + zy®)dz + (2y + y°)dy = 0.

Solucién. Primero comprobamos que la ecuacion es exacta:

oM _ o +ay’) _, Oy +y’) _ON
oy dy = Ox O

Ya que la ecuacion es exacta, existe una funcion de dos variables F' tal que

OF
%:M:$3+Iy2,
OF
o = N = 2%y +1°.

Integrando respecto a x se tiene que

(2* + zy®)dx + g(y)

$2y2

2

F(r,y) =

+

+9(y)

"P|&.J>\
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Para hallar la funcién g derivamos F' con respecto a y e igualamos este resultado a

N.
oF 2 dg 2 3
1 . dg 3 o y4
Esta ultima igualdad se cumple solamente cuando i y°. Luego g¢(y) = T

reemplazando en la expresion para F'(x,y) se tiene que la solucion de la ecuacion

diferencial esta dada por

ot a2yt
— — =c
4 4

+ -+

Ejemplo 1.15. Hallar la solucion de la ecuacion diferencial

(e* — ycos(zy))dz + (2ve*¥ — x cos(zy) + 2y)dy = 0.

Solucién. Ya que e 2e* — cos(ry) + zysen(xy) = e la ecuacion es exacta.
Yy x

Luego existe una funcién F' en las variable x,y tal que

oF

= M = e* — ycos(zy)

oF

oy N = 2xe* — xcos(zy) + 2y.

Integrando respecto a x se tiene que

F(x,y) = /(62'” — ycos(zy))dz + g(y)

= ze®¥ —sen(zy) + g(y).

Ahora derivamos respecto a y la expresion hallada para F'(x,y). Se tiene que

OF
T ope 2y) + ¢'(y).
oy~ 2ve —weoszy) +9(y)
oF 2 / 2
Como i N, tenemos 2xe®¥ — x cos(xy) + ¢'(y) = 2ze* — x cos(zy) + 2y, luego
)

d'(y) = 2y, por tanto g(y) = y*. Asi, la solucién de la ecuacion diferencial de este

ejemplo estd dada por

ze® — sen(xy) +y° = c.

Observacion 1.11. Consideremos la ecuacion diferencial

22y Inydr + (2° + y*/y% + 1)dy = 0.
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En este caso se tiene que M(x,y) = 2xyIny mientras N(z,y) = > + y*/y2 + 1, de

oM  ON
esta forma — # ——. Luego, la ecuacion diferencial no es exvacta.

Ay ox

1
Multiplicando la ecuacion diferencial por el factor p = — tenemos
Y

2zyIny
M(z,y) = Ty

N(z,y) = ” )

‘ , oM  ON .
Haciendo las cuentas respectivas vemos que —— . Luego, la ecuacion

Oy:%

diferencial es exacta.

El factor o (1/y en la observacion 1.11) se llama factor de integracion. La

definicion de factor de integraciéon de una ecuacion diferencial es la siguiente:

Definicién 1.10. Una funcion p(z,y) se llama factor de integracion para la ecuacion

diferencial M(x,y)dz + N(z,y)dy = 0 si la ecuacion

p(x,y)M (x, y)dx + p(z, y)N(z,y)dy = 0

es una ecuacion diferencial exacta.

El procedimiento para hallar el factor de integracion, siempre que sea posible, es

el siguiente:

A partir de la exactitud de la ecuacion p(z,y) M (x,y)dx + p(z,y)N(z,y)dy =0

tenemos
9 )M (@, y) = e, y) N (2, )
ay T,y T,y _aa:,u T,y T, Y)-
Derivando parcialmente tenemos
9 B Ou(w,y) oM (z,y)
8yu(m,y)M(w,y)—M(fv,y) o + p(z,y) 2y
’ 0 oz, y) ON (z,y)
B (e, y N(z,y
a:Cu(:v,y)f\f(ﬂc,y)—N(ﬂc,y)—ax +u(x,y)—ax :
Luego
ou(,y) OM(z,y) ou(,y) ON(z,y)
M(z,y) o + p(z,y) o = N(z,y) 5 + pu(z,y) o

46



Leonidas Cerda y Janneth Morocho

por tanto

Ou(w,y)
Jdy

- M(I‘,y)

OM(z,y) 6‘N<w,y)> _ Nz, 20 (1.17)

p(z,y) ( o P pe

La ecuacién 1.17 es una ecuacion diferencial en derivadas parciales muy dificil
de resolver si no se tiene algiin conocimiento adicional sobre u(z,y); sin embargo,

suponer que p(z,y) depende de una sola variable la vuelve muy facil de resolver.

Supongamos que u(x,y) = f(x). En este caso la 1.17 se reduce a

OM(x,y)  ON(z,y) df (x)
fo) (2 - D) i L.

Arreglando términos se tiene

df(z) 1 OM(z,y)  ON(z,y) .
oRiorl e

integrando y despejando f(x) tenemos

OM(ay) NG gy

flz) = o 7w (F5 -7 (1.18)

Observamos que una condiciéon necesaria y suficiente para que el factor de

integracion dependa solo de la variable z es que la expresion

1 (8M(x,y) B 8N(x,y)>
N(z,y) Jy Oz

dependa solo de la variable z.

Ahora supongamos que p(z,y) = g(y). En este caso, la ecuacion 1.17 se reduce a

9(y) (aM(x’y) - aN(I’y>> = —M(x,y)dg—(y)-

Ay ox dy
Arreglando términos, se tiene
dg(y) 1 (0M(rc,y) B 3N(ﬂf7y)) dy:
9(y) M(z,y) Oy Ox ’

integrando y despejando g(y) tenemos

OM(z,y) BN(i»y) )dy

gly) = e~ e (T (1.19)

Observamos que una condicién necesaria y suficiente para que el factor de

integracion dependa solo de la variable y es que la expresion

1 ((’9M(m,y) B 8]\7(1’,@/))
M(z,y) oy oz

dependa solo de la variable .
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Ejemplo 1.16. Resolver la ecuacion (2xy? — 3y3)dz + (7 — 3zy*)dy = 0.

Solucién. Como

0(2zy® — 3y°)
dy

(7 — 3xy?)

= doy —9y° # =3y’ = ——

la ecuacion no es exacta. Se puede comprobar (hacerlo) que el factor de integracion

no depende solo de la variable x, veamos si este depende solo de la variable y.

1 <8M(x,y) B (9N(m,y)> _ 2ny1

(4zy — 9y* + 3y°)

M(z,y) dy Oz — 3y3
_ 2y(2z — 3y)
(20 — 3y)

<N

Luego, segun la ecuacion 1.19 el factor de integracion esta dado por:

gly) = e v
— 6—21ny

_= y_2.

Multiplicando la ecuacion diferencial por este factor de integraciéon obtenemos la

(nueva) ecuacion

(22 — 3y)dx + (Ty~% — 3x)dy = 0.

Para esta ecuacion vemos que se satisface la condicion de exactitud. En efecto,

tenemos
02z —3y) 3 O(Ty=2 — 3x)
dy N N ox

A partir de este punto resolvemos la ecuacion diferencial con el procedimiento que

vimos anteriormente.

Ejemplo 1.17. Hallar un factor de integracion para la ecuacion (x*+y)dx —xdy = 0.

Solucién. Como
I(—x)
ox

(% +vy)
dy

=—1+#1=
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la ecuacion no es excata. Vea mos si el factor de integracion depende tinicamente de

la variable z.

1 (aM(Jc,y) B 8N(x,y)) 1
N(z,y) oy Ox

Luego, segun la ecuacion 1.18, el factor de integracion esta dado por:

fly) = el D

-2

El lector puede comprobar sin dificultad que la funciéon f(z) = 27 es un factor de

integracion de la ecuacion (x? + y)dz — zdy = 0.

Observacion 1.12. Como se indico anteriormente, hallar un factor de integracion
es una tarea relativamente sencilla si este factor depende iunicamente de una sola
variable. Sin embargo, cuando el factor de integracion depende de las dos variables y

ademds tenemos alguna condicion adicional sobre este factor, es posible calcularlo.

Ejemplo 1.18. Resolver la ecuacion (3y* — x)dz + (2y* — 6zy)dy = 0 si se sabe que
un factor de integracion p(x,y) depende de las variables x,y seqin la ley o(x + y?),

es decir 1 = p(x + y?).

Solucién. Se deja como ejercicio comprobar que la ecuaciéon no es exacta y
ademés comprobar que el factor de integracion no depende de una sola variable.
El procedimiento que se sigue en este caso es el siguiente: Ponemos 2z = x + 9% y
calculamos las derivadas parciales de z respecto a las variables z, y. Tenemos

0z

1
ox ’
0z

— = 2.
dy 4

Aplicando la regla de la cadena tenemos
Op _ op0: _du
or  0z0x dz’
Op _ 0p0z _, d
By 9z0y Vdz
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d
Notamos que 8_M = d_u esta justificada por la condicion u = ¢(z + y?) = ©(2).
2 2

Reemplazando estos valores en la ecuacion 1.17 tenemos

p(z) (8M(x’y) - 8N($’y>> = N(ﬂﬁ,y)M — 2yM(z,y) ditz)

oy ox dz dz
Luego
1 OM (z,y) 3N(w,y))
——du(z) = — dz
(=) u2) N(:r,y)—QyM(x,y)( dy Ox
12y J
=——7 —dz
—4y(z +y?)
= —§dz.
z

Integrando y despejando el factor de integracion se tiene que u(z,y) = (z + y*)~3.

Multiplicando la ecuacion diferencial por este factor p(z, y) tenemos la nueva ecuacion

3y —x 293 — 6y
dy = 0. 1.2
™ 20

Comprobemos que esta ecuacion diferencial es exacta.

La derivada parcial de M (z,y) con respecto a la variable y es:

OM(z,y) 0 ( 3y? —x )
oy Oy \(z+y?)?
_ 12y(z -y

(z+y2)*t

La derivada parcial de N(z,y) con respecto a la variable z es:

ON(z,y) _ 0 (2y° —6ay
or  Ox \ (z+y?)3
_ 12y(z —y?)

(z+y2)*

Como la ecuacion 1.20 es excata, existe una funciéon F en las variables x, y tal que

OF 3y’ —u
or (v +y2)3
or 293 — 6xy
Oy  (r+y?)
, 3y —x
Integrando respecto a la variable x, tenemos F(z,y) = | —————=dx. Puesto que
(x +9%)°
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T 1 y? )
= — , tenemos
(z+9y2)3  (z+9y?)? (z+y?)3

F(z,y) = /(?’yQ—_xdx

x4+ y?)?
dx x
=3 2/——/—d +h
eI Aera
3y? 1 y?
- — h
2(z +y?)? Tz +y2 2z +y?)? hiy)
2y 1

= h(y).
e Fap T

2% — 6y
— ="+ N(y).
oy~ @y W
Luego K (y) = 0, por tanto h(y) = k, donde k es una constante. Asi, la solucion de la

. . 212 1
ecuacion diferencial es — + =c.
(r+9?)?  x+y?

Derivando esta expresion respecto a la variable y tenemos

Ejemplo 1.19. Hallar un factor de integracion para la ecuacion diferencial de primer
orden (2% + y* + 1)dx — 2xy dy = 0 si se sabe que este depende de las variables x,y
segun la ley p(z,y) = y? — 22

Solucién. Ponemos z = y? — 2. Aplicando la regla de la cadena se tiene

on __ dn
or dz’
ou du
— =2y—.
y dz
Como 0 =2y y el —2y, reemplazando en la cuacion 1.17 tenemos
x
2 2 dp dp .
2y(y° —x +1)d—:—4y,u, luego (z+1)d—:—2u. Integrando, se tiene que
z z

plx,y) = (y* —2° +1)72%
Se deja como ejercicio para el lector la comprobacion de que (y* — 22 +1)"2 es

efectivamente un factor de integracion de la ecuacion (22 + y* + 1)dz — 2xy dy = 0.
Ejercicios
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

1. 2zy dz + (2 — 1) dy = 0.
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dy —x—y?

Cdr 2axy+y

1 1
3. (4x3y3 + —) dx + (3w4y2 - —) dy =0
T Y

En cada una de las siguientes ecuaciones hallar un factor de integracion p.

4. (2zy + y*) dr (32 + 62y®) dy = 0, p = ¢(y).
5. (I1+y)de+ (1 —x)dy =0, up= p(x).

6. (3y* —x) dr + (2y® — 6zy) dy = 0, p = p(x + y?).

Ecuaciones lineales de primer orden

Un tipo particularmente importante de ecuaciones diferenciales de primer orden son

las ecuaciones lineales. Su forma es la siguiente:

dy

o +p(z)y = q(z), (1.21)

donde p(x)q(z) # 0. Cuando p(z) =0 o ¢(z) = 0, la ecuacion 1.21 se reduce a una

ecuacion diferencial separable.
Para hallar la solucién de la ecuaciéon 1.21 la escribimos en su forma diferencial
(q(z) — p(x)y)dz — dy = 0.
Se puede comprobar facilmente que esta ecuaciéon no es exacta. Veamos que esta

ecuacion tiene un factor de integracion que depende tnicamente de la variable z. En

efecto,

1 OM(z,y) ON(z,y)\ _ 9:
N(ﬂf:@/)( oy  Ou >_p( ’

Se tiene que un factor de integracion de la ecuacion es el P(@)de Luego, la ecuacion
el D% (q(x) — p(a)y)dz — el PP dy = 0

es una ecuacion diferencial exacta, por lo tanto existe una funcion de dos variables F

tal que
oF
77 _ o p(@)da _
9~ © (¢(z) — p(2)y),
OF __ rp@
oy ’
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De la segunda ecuaciéon tenemos
F(x,y) = —yel "D% 4 h(z).

Puesto que la funcién F' tiene que satisfacer la primera ecuacion tenemos

OF dh(z)
= Jp(@)dz | )
5y = ypl)e +—
= e PO (g(a) — pla)y).
dh
Luego d(x) = ¢(x)el P Esta dltima ecuacion nos dice que el valor para h(z)
T

esta dado por:

h(z) = /q(a:)efp(‘”)dxdx.

La solucion de la ecuacion 1.21 es —yel P@d 4 /q(x)efp(m)dzdx = c. Despejando

y nos queda
y = e Jp@de </q(a:)efp(w)dxdx + c> : (1.22)

Ejemplo 1.20. Resolver la ecuacion (3x?y — x?)dx + dy = 0.

d
Solucién. Primero escribimos la ecuacion en la forma d—y + p(x)y = ¢(x). Dividiendo
x

la ecuaciéon por dzx y trasponiendo términos se tiene
dy

ar + 3%y = 2%

.. . . .. 2
La ecuacion tiene un factor de integracion de la forma u(z) = e/ 3"

= . Luego,
la ecuacion 5(:263”3(3y —1)dz + e’ dy = 0 es exacta, por tanto existe una funcion F en

las variables z,y tal que

aF 2.”133

ox =xe (3y—1)7
OF .

8y_€

Integrando la segunda ecuacion respecto a la variable y tenemos F'(z,y) = ex3y+h(x).

F
Ahora, derivando F' respecto a x tenemos B = 3x2@x3y + h'(z). Igualando esta
x
3
. et
expresion con la primera ecuacion se tiene ' (x) = —a2e” . Asi, h(z) = -5 La

3

solucion de la ecuacion diferencial esta dada por eISy — — = c¢. Despejando y se

2
B e*’
y=e (7 + C) .

tiene
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Ejemplo 1.21. Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

d
e + 2xy = 2we™ "
dx

Solucién. Para utilizar la férmula 1.22, primero identificamos las funciones p y ¢. En

»® Ahora calculamos e~/ ?®) dy.

este ejemplo, se tiene que p(x) =2z y q(x) = 2ze™
e—fp(:c)dx _ 6—f2xdw

=€

Luego

y = Pl ( / o) PO C)

— @ (/ 2re e da + c)
— @ (/ 2xdx + c)

= e (22 + ).
Observacion 1.13. La ecuacion 1.21 se dice que es lineal en la variable y. Una

ecuacion lineal, por ejemplo, en la variable x tiene la forma

dx

& +p(y)r = q(y).

Ejercicios

Los siguientes ejercicios han sido tomados de O’Neil [OP].

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

—_

.y +y=senuz.

1
'+ —y = 32°.
x

N
<
+

3. sen(2x)y’ + 2sen®(z)y = 2sen(x).
4. y' 4+ xy = cosx.
5. (22 —x —2)y + 3wy = 2% — 4z + 4.
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6. (1 - 2xe2y) Z—i — e =0.

Ecuaciones de Bernoulli

Se llama ecuacién diferencial de Bernoulli a una ecuacion diferencial de la forma
o T @)y = q(2)y", (1.23)
donde n es un numero real diferente de 0 y 1.

Observacion 1.14. Para resolver la ecuacion 1.23 primero la multiplicamos por
y~" y luego la reducimos a una ecuacion diferencial lineal de primer orden con la

sustitucion z = y'=".

En efecto, multiplicando la Ecuacion 1.23 por y~" nos queda la nueva ecuacion

—-n dy 1-n __
y o ey =a(2)
. ., 1— dZ —n dy
Ahora usamos la sustitucién z = y'~". Tenemos que i (1—n)y Tr Luego
x x
d 1 d 1 d
_”d—i =1 nd_i Sustituyendo estos valores tenemos = né + p(z)z = q(x) que
podemos escribirlo como
dz
(1= mp(e)s = (1= n)g(a).

Esta ultima ecuacion es, claramente, una ecuacion diferencial lineal en la variable z.

Ejemplo 1.22. Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

d
x—y +y=vy*Inzx.
dx

Solucién. Primero dividimos la ecuacion por x para que esta tenga la forma estandar

de una ecuaciéon de Bernoulli. El resultado es la siguiente ecuacion:

d 2Ingx
dy y _y'mr
dr =z T

Ahora multiplicando esta tltima ecuacion por y~2 se llega a la siguiente ecuacion:

d -1 Inz
dy yTt e

dx x T
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dz d
Ponemos z = y !, luego i —y_2d—y. Reemplazando estos valores y
x x
multiplicando por —1 se obtiene la ecuacion
dz 2z  Inz
de =  x

Esta ecuacion es una ecuacion de primer orden lineal cuya solucion es

Ejercicios

Los siguientes ejercicios han sido tomados de O’Neil [OP].

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

dy 4
1. —= =y~
d:c+y Y

d
2. :L'Zﬁ +ay = —y 32

d
3. y2£ + 22y = 2™

4. ny—l—y—i—@.

5. x —y—l—x y =2y~ 43,
dx

1.5 Ejercicios del Capitulo 1

El siguiente bloque de ejercicios ha sido tomado de Zill [ZD, Cap. 3| y Makerenko,
Kiseliov y Krasnov [MK, pag. 34-60|, a excepcion de los ejercicios 14 y 15.

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales
a) (1+y*)dz + (1+ 2*)dy = 0.
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b) y' +sen (xTw) = sen (%)
¢) ydzx + (2y/zry — x)dy = 0.
y v\,
d) (m — 1 cos <5>> dx + x cos <E) dy = 0.
e) (2z —4y)dx + (xr +y —3)dy = 0.
3
x
f) 3xy —2y = -
Y
g) 2sen(z)y’ + ycos(x) = y*(z cos(z) — sen(x)).
h) 22 +2y—14+y'(x+y—2)=0.
i) (t—y+3)dr+ Bx+y+1)dy=0
§) Y — 2xy = 2xe”.
ey gL
TN

[) 2y'senx +ycosz = y*(rcosx —sen ).
2. Hallar un factor de integracion de las siguientes ecuaciones

a) (2? 4+ y)dr — zdy = 0.
b) (x +senz + seny)dx + cosy dy = 0.
¢) (2zy* — 3y*)dx + (7 — 3zy*)dy = 0.
d) zdr + ydy + x(xdy — ydz) = 0, p = p(x? + y?).
e) 3ydx + 4xdy = 0.
f) 4ydx — zdy = 0.
g) 3x*ydx + ydy = 0.
h) a7y ~Pde + 2Pyt dy = 0, p = p(2y°).
3. Un cultivo tiene una cantidad inicial Ny de bacterias. Cuando ¢t = 1 hora, la
cantidad medida de bacterias es ;NO. Si la razon de reproduccion es proporcional

a la cantidad de bacterias presentes, calcule el tiempo necesario para triplicar

la cantidad inicial de los microorganismos.
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10.

11.

58

. Un reactor de cria convierte al uranio 238, relativamente estable, en plutonio

239, un is6topo radiactivo. Al cabo de 15 anos, se ha desintegrado el 0.043 % de
la cantidad inicial, Ay, de una muestra de plutonio. Calcule el periodo medio de

ese isotopo, si la razon de desintegracion es proporcional a la cantidad presente.

. Al sacar un pastel del horno, su temperatura es 300°F". Después de tres minutos,

200°F. ;En cuanto tiempo se enfriara hasta la temperatura ambiente de 70°F'?

. Un acumulador de 12 volts se conecta a un circuito en serie LR, con una

1
inductancia de 2 henry y una resistencia de 10 ohms. Determinar la corriente

7, si la corriente inicial es cero.

Se sabe que la poblacién de cierta comunidad aumenta con una razoén
proporcional a la cantidad de personas que tiene en cualquier momento.
Si la poblacion se duplicé en cinco anos, jen cuanto tiempo se triplicara

y cuadruplicara?

Cuando t = 0, habfa 100 miligramos de una sustancia radiactiva. Al cabo de
seis horas, esa cantidad disminuy6 el 3%. Si la razoén de desintegracion, en
cualquier momento, es proporcional a la cantidad de la sustancia presente,

calcule la cantidad que queda después de dos horas.

Cuando pasa un rayo vertical de luz por una sustancia transparente, la razéon
con que decrece su intensidad I es proporcional a I(t), donde ¢ representa el
espesor, en pies, del medio. En agua de mar clara, la intensidad, a tres pies
bajo la superficie, es el 25 % de la intensidad inicial Iy del rayo incidente. ;Cuéal

es la intensidad del rayo a 15 pies bajo la superficie?

Un termoémetro se lleva de un recinto interior hasta el ambiente exterior, donde
la temperatura del aire es 5 °F. Después de un minuto, el termémetro indica
55 °F, y después de cinco marca 30 °F'. ;Cual era la temperatura del recinto

interior?

Se aplica una fuerza electromotriz de 30 voltios a un circuito en serie LR con

0.1 henry de inductancia y 50 ohmio de resistencia. Determine la corriente i(t),
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12.

13.

14.

15.

s i(0) = 0. Halle la corriente cuando ¢ — oo.

Un tanque esté parcialmente lleno con 100 galones de salmuera, con 10 libras
de sal disuelta. Le entra salmuera con % libra de sal por galéon a un flujo de 6
gal/min. El contenido del tanque esta bien mezclado y de él sale un flujo de 4
gal/min de solucion. Calcule la cantidad de libras de sal que hay en el tanque

a los 30 minutos.

Una ecuacion diferencial que describe la velocidad v de una masa m en caida

sujeta a una resistencia del aire proporcional a la velocidad instantanea es

v
m— = mg — kv,
at ~ "

donde k es una constante de proporcionalidad positiva.
a) Resuelva la ecuacion, sujeta a la condicion inicial v(0) = vy.
b) Calcule la velocidad limite (o terminal) de la masa.

c¢) Si la distancia s se relaciona con la velocidad por medio de la ecuacion

ds . . . .
o= v, deduzca una ecuacion explicita para s, si también se sabe que
5(0) = so.

Inicialmente habia 100 miligramos de una sustancia radiactiva. Después de seis
horas su masa disminuy6 en un 3 %. Si en un instante cualquiera la rapidez de
desintegracion es proporcional a la cantidad de sustancia presente, determinar

la cantidad que queda después de 24 horas.

La rapidez con que cierto medicamento se disemina en el flujo sanguineo se

rige por el siguiente problema con condiciones iniciales

dx

¥ _4-B
dt o
z(0) =0,

donde A y B son constantes positivas. La cantidad z(¢) describe la concentracion
del medicamento en el flujo sanguineo en un instante cualquiera ¢. Encontrar
el valor limite de x cuando t — oco. ;Cuanto tarda la concentracion en alcanzar

la mitad de este valor limite?
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Capitulo 2

Ecuaciones Diferenciales lineales de orden superior

En el capitulo 1, se estudié las ecuaciones diferenciales de primer orden y se
indic6 como formular modelos matematicos para hallar la solucién de un problema
particular (ver seccion 1.1). Naturalmente los modelos mateméticos ahi planteados se
presentaban con el apelativo de problemas con condiciones iniciales donde la ecuacion

diferencial es una ecuacion diferencial de primer orden.

Los modelos matematicos que se construyen con ecuaciones diferenciales de
orden superior cubren una amplia gama de situaciones que van desde el problema
de determinar el movimiento vibratorio de sistemas mecanicos hasta problemas

relacionados con la cardiologia.

En este capitulo, estudiamos técnicas resolutivas de una ecuacion diferencial
lineal de orden superior y damos algunos ejemplos de aplicacién de estas. En la
seccion 2.1, describimos las propiedades basicas de las ecuaciones diferenciales lineales
de orden superior. En la seccién 2.2, indicamos como hallar las soluciones de una
ecuacion diferencial lineal de orden superior homogénea con coeficientes constantes.
En la secci6 2.3, presentamos los métodos de coeficientes indeterminados y variacion
de parametros para hallar una solucion particular de la ecuaciéon diferencial lineal de
orden superior completa con coeficientes constantes. La seccion 2.4 (que puede ser
omitida en un curso introductorio a las ecuaciones diferenciales ordinarias) estudia
la forma de hallar las soluciones en series de potencias de una ecuacion diferencial de
segundo orden con coeficientes variables. Finalmente, en la secciéon 2.5, mostramos

algunos modelos matemaéticos con ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden.
2.1 Teoria basica de las ecuaciones diferenciales

lineales

Definicion 2.1. Una ecuacion diferencial lineal de orden n en la variable

independiente y, y variable dependiente x es una ecuacion diferencial que tiene,
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o se puede escribir, la forma

d n
ao(x)y—i—al(a:)d—i—l—...—l—an(x)ﬁ = F(x), (2.1)
donde las funciones ag,ay,...,a, y F(x) son funciones continuas en un intervalo

[a,b] con a,(x) # 0 para todo x en el intervalo [a,b.

Si, en la ecuacion 2.1, la funcién F' es idénticamente igual a cero para todo x en
[a, b], la ecuacion se llama homogénea. En caso contrario, se llama completa. Ademas,
en el caso de una ecuacion diferencial lineal de n-ésimo orden completa, la funcion F

se llama término no homogéneo.

Observacion 2.1. Si, en la ecuacion 2.1, las funciones ag, ay, . .., a, son constantes
en [a,b], la ecuacion se llama ecuacion diferencial lineal de orden n con coeficientes
constantes. La ecuacion 2.1 se dice que es una ecuacion diferencial lineal con
coeficientes variables cuando al menos una funcion a; no es idénticamente igual

a una constante en |a,bl.

Las siguientes ecuaciones son ejemplos de ecuaciones diferenciales lineales de

orden superior.

dy &y - R .
1. 5— — — +y =2"€¢" es una ecuacion diferencia lineal de tercer orden
dx3  dx?
completa con coeficientes constantes.
2 d2y dy 3 = ., . . }
2. preie 4 sen T + (2° +4x — 1)y = €® es una ecuacion diferencial lineal de
x
segundo orden completa con coeficientes variable.
d3y dy . N
3. sen T3 + cos T Y= 0 es una ecuacion diferencial lineal de tercer orden
x
homogénea con coeficientes variables.
dy d’y Y L .
4. 2—= — — + 7— — 3y = 0 es una ecuacién diferencial lineal de cuarto orden

dz*  da? dx
homogénea con coeficientes constantes.
El siguiente teorema es una generalizacion del teorema 1.1 para el caso de
ecuaciones diferenciales lineales de n-ésimo orden. Este teorema nos da una condicion
suficiente para la existencia y unicidad de soluciones de un problema con condiciones

iniciales donde la ecuacién diferencial es una ecuaciéon lineal de orden n.
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Teorema 2.1. Si las funciones ag,aq,. .., an, F' son continuas en un intervalo [a, b)),
an(z) # 0 para todo = de [a,b] y xq estd en [a,b], entonces existe una solucion unica

para el problema con condiciones iniciales

(

d dr
ao(@)y +a1(2) 2 + .+ an() 22 = Fl),
y(ﬂﬁo) = Yo,
y'(z0) = y1,
y"(20) = ya,
y<n_1)($o) = Yn-1-

\

Ademas, esta solucion estd definida para todo x en |a,b.

Igual que en el capitulo 1, no damos la demostracion de este teorema pues esta
utiliza técnicas que caen fuera del alcance de este texto.

Los siguientes ejemplos muestran la utilidad de este teorema.

Ejemplo 2.1. Decidir si el siguiente problema con condiciones iniciales:

( d? d
2 Y Y 3, _
(x* 4+ 1>@ - 5cosm£ + (z — 1)’y =senx
y(3) =2
y3)=-1
y'(3) =0

tiene solucion unica en algun intervalo.

Solucién. Ya que las funciones (z? +1), —5cosx, (x — 1)® y sen z son continuas para
todo x tal que —oo < x < +o00, 22 + 1 # 0 para todo x tal que —oo < 7 < 00 ¥,
xo = 3 esta en el intervalo (—oo, +00). Por el teorema 2.1, se puede asegurar que

existe una tnica funcion real f definida en (—o0, +00) tal que

2 dgdj;f) — D cos xdj;f)

+(z —1)°f(z) =senx

para todo x real. Ademaés, esta funcion satisface las condiciones iniciales, es decir

f3)=2,f(3)=-1y f'(3) =0.
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Ejemplo 2.2. Decidir si el problema

(1 d% 5 dy )
oI / — 952 . — r+3
:172—1de+ v 5dx+(m Sy =e
y(5/2) = =3
y'(5/2) =4
Ly"(5/2) =0

tiene solucion.

1
5 1,\/m2—25,x—3
x —

# 0 para cada x € [2,4].

Solucién. Se puede demostrar (hacerlo) que las funciones

2x+3

ye son continuas en el intervalo [2,4]. Ademas,

1
2 —1
5 . L.
Por el teorema 2.1, ya que 3 € [2,4], se puede asegurar que existe una unica

funcion real f definida en [2,4] tal que

22 —1 da? dx

y f(5/2) ==3, f'(5/2) =4y f"(5/2) = 0.

+ (z — 3) f(z) = ***?

Como muestran los ejemplos 2.1 y 2.2, el teorema 2.1 no nos dice como hallar la
solucion a un problema con condiciones iniciales pero, nos dice cuando tiene sentido

buscar una solucién.

Observacion 2.2. Como se indicé en el capitulo 1 (ver observacion 1.5), la solucion
que se pueda obtener aplicando algun método resolutivo puede ser una solucion
implicita. A partir del teorema 2.1, podemos estar sequros que esta solucion implicita

determina una funcion f (solucion explicita) definida en algin intervalo I.

El siguiente corolario es de mucha utilidad, pues nos dice bajo qué condiciones la
solucion de una ecuacion diferencial lineal de n-ésimo orden se reduce a la solucién

trivial.

Corolario 2.1. Sea f una solucion en el intervalo cerrado I de la ecuacion diferencial

lineal homogénea de n-ésimo orden

dy dy
ao(w)y + al(l’)% ++ Cln(x)% =0,
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xo un punto de I tal que f(zo) = f'(wo) = f"(zo) = ... = fOV(zy) = 0. Si las
funciones ag,aq, . ..,a, son continuas en I, a,(x) # 0 para todo x € I y xy € I,

entonces f(x) =0 para todo x de 1.

Por ejemplo, la tnica solucion de la ecuacion diferencial homogénea de tercer
orden
d’y dy
— — 5% +32°y =0
cosxd$3 T dx+ z°y ,
tal que y(1) = ¢/(1) = y”(1) = 0 es la funcién f definida por f(z) = 0 para todo z

real.
La ecuacién lineal homogénea de n-ésimo orden

Ahora consideramos resultados fundamentales sobre la ecuacion diferencial homogénea

de n-ésimo orden

dy d™y
N ) Py} 2.9
ao(x)y + a1(x) o +...4+a <I>dx” (2.2)
donde las funciones ag, a1, . .., a, son funciones continuas en un intervalo [a, b] con

a,(z) # 0 para todo x en el intervalo [a, b].

El primer resultado basico (cuya demostracion es trivial) es el siguiente teorema:

Teorema 2.2. Si fi, fo,..., f;n son m soluciones arbitrarias de la ecuacion
diferencial homogénea 2.2 y c1,ca, . ..,y son constantes cualesquiera, entonces la

funcion cq f1 4+ cofs + - - - + i frn también es una solucion de la ecuacion 2.2.

El Teorema 2.2 nos dice como crear “nuevas soluciones” de una ecuaciéon diferencial
homogénea de n-ésimo orden cuando se conocen algunas soluciones de la ecuacion.
Por ejemplo, las funciones sen x y cosx son soluciones (comprobarlo) de la ecuacion

diferencial homogénea

d?y
SV iy=o.
dz? ty

Por el teorema 2.2, la funcion c¢; senz + ¢y cosx (claramente diferente a las
funciones sen x y cosx) también es solucion de la ecuacion diferencial donde, ¢; y o

son constantes arbitrarias.
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Observacion 2.3. Si fi, fo, ..., fin son m funciones dadas y ci,co,...,Cpn SON M

constantes, entonces la expresion

afit+cfot -+ cemfm

se llama una combinacion lineal de fy, fo, ..., fm-

En términos de combinaciones lineales, el teorema 2.2 expresa el hecho de que
cualquier combinacién lineal de soluciones de la ecuacion diferencial homogénea 2.2

sigue siendo una solucion.

Nuestro siguiente paso es entender el concepto de solucion general de la ecuacion
diferencial homogénea 2.2. Para comprender completamente este concepto debemos

primero definir los conceptos de dependencia e independencia lineal.

Definicion 2.2. Las funciones fi, fa,..., fm se dicen que son linealmente
dependientes en el intervalo |a,b] si existen constantes ci,ca, ...,y no todas iguales

a cero tal que
cifi(x)+cafo(z) + ... 4 cmfm(z) =0

para todo x en |a,b).

Observacion 2.4. En la definicion 2.2, pedimos que todas las funciones f;, para
1 <@ <'m, sean diferentes de la funcion nula en [a,b], pues, si alguna de ellas es

nula, entonces estas son linealmente dependientes.

Un ejemplo de funciones linealmente dependientes en el intervalo [0, 1] son las
funciones f; y fo definidas por fi(x) = z y fo(x) = 22 pues existen las constantes

c1 =2y co=—1 tal que
afi(z) +cofo(x) =20 —22=0
para todo x en el intervalo [0, 1].

Otro ejemplo de funciones linealmente dependientes son las funciones senx,
3senx vy —senz que resultan ser linealmente dependientes en cualquier intervalo

[a, b] pues existen las constantes ¢; = 1, co = 1y ¢3 = 4 tal que
cisenz + ca(3senx) + c3(—senx) =0
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para todo valor de x en [a, b].

Observacion 2.5. Desde los ejemplos anteriores, se podria pensar que si las
funciones f1, fa, ..., fm son linealmente dependientes, entonces una de ellas se puede
expresar como combinacion lineal de las otras. Dejamos como ejercicio para el lector

demostrar que esta intuicion es correcta.

Definicion 2.3. Las funciones fi, fo,..., [ se dicen que son linealmente

independientes en el intervalo [a, b si no son linealmentes dependientes en el intervalo

[a, b].

Notamos que las funciones fi, f,..., f,n» son linealmente independientes en el

intervalo [a, b] cuando se cumple la siguiente condicion: Si la ecuacion

crfi(x) +cofo(z)+ ...+ emfm(x) =0

se cumple para todo x en el intervalo [a,b], entonces ¢; = ¢ = ... = ¢, = 0. En
otras palabras, la tnica combinacién lineal de fi, fo, ..., f;n que es idénticamente

igual a cero en el intervalo [a, b] es la combinacion lineal trivial
0-fi(x)+0- fo(x)+... 40" fin(z) = 0.

Ejemplo 2.3. Averiguar si las funciones x y 2 son linealmente independientes en

el intervalo [0, 1].

Solucién. Para ver que estas funciones son linealmente independientes en el intervalo
[0, 1] debemos probar lo siguiente: Si ¢,z + coz? = 0 para todo z en el intervalo [0, 1],
entonces ¢; = ¢ = 0. En efecto, a partir de ¢;z + co2? = 0 para todo = en el intervalo
[0, 1] tenemos (derivando ambos lado de la ecuacion) ¢; + 2cox = 0 para todo = en el
intervalo [0, 1], luego c¢;z + 2cz? = 0 para todo z en el intervalo [0, 1]. Asi, tenemos

el siguiente sistema de ecuaciones

ar+cx?=0

AT+ 2c522 =0
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que debe satisfacerse para todo z en el intervalo [0, 1]. Restando la segunda ecuacion
de la primera se tiene que coz? = 0 todo z en el intervalo [0, 1], luego ¢, = 0. De

manera similar se tiene que ¢; = 0.

El siguiente teorema asegura la existencia de un conjunto de soluciones linealmente
independientes de la ecuacion diferencial homogénea 2.2 y cual es el significado de

tales conjuntos linealmente independientes.

Teorema 2.3. La ecuacion diferencial homogénea de n-ésimo orden 2.2 siempre tiene
n soluciones linealmente independientes. Ademds, si fi, fo, ..., fn son n soluciones
linealmente independientes de la ecuacon diferencial homogénea de n-ésimo orden
2.2, entonces cualquier solucion f de la ecuacion 2.2 puede expresarse como una
combinacion lineal ci1fy + cofs + ... + cuofn de estas n soluciones linealmente

independientes.

Para ver como se puede aplicar el teorema 2.3 consideremos las funciones definidas
por fi(z) =senz y fo(x) = cosz. Como vimos anteriormente (ver pag. 64) estas
funciones son soluciones de la ecuaciéon diferencial homogénea de segundo orden

d2
d—;g +y=0 (2.3)

para todo x tal que —oo < x < 4o00. Ademas, estas funciones son linealmente
independientes para todo z en el intervalo (—oo, +00) (demostrarlo). Luego, si una
funciéon f es soluciéon de la ecuacion diferencial 2.3, entonces, por el teorema 2.3, f
puede ser expresada como combinacién lineal de las funciones senz y cosx, esto es
f(z) = ¢1senx + ¢y cos x para valores adecuados de las constantes ¢; y ¢o. Ademaés,

esta igualdad se cumple para todo x en el intervalo (—oo, +00).

De esta forma, por ejemplo, la funcién definida por
( N 7r> T N T
sen (x+ — ) =senx - cos— + cosx - sen —
6 6 6
es solucion de la ecuaciéon 2.3.

Observacion 2.6. Sean fi, fo,..., fn un conjunto de n soluciones linealmente

independientes de la ecuacion diferencial 2.2. Por un lado, desde el teorema 2.2
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conocemos que la conbinacion lineal

cfi +eafo+ -+ enfn, (2.4)

donde cy1,ca,...,c, son constantes arbitrarias, es una solucion de la ecuacion 2.2.
Por otro lado, por el teorema 2.3 conocemos que si f es cualquier solucion de la

ecuacion diferencial 2.2, entonces esta puede ser expresada como la combinacion

lineal 2.4 de las n soluciones linealmente independientes fi, fa,..., fn para una
adecuada eleccion de las constantes cq, ca, . .., c,. Asi, una combinacion lineal de las
n soluciones linealmente independientes fi, fa, ..., fn con c1,co, ..., c, constantes

arbitrarias debe contener todas las soluciones de la ecuacion diferencial 2.2. Por esta
razon, nos referimos al conjunto de n soluciones linealmente independientes como
“un congunto fundamental” de soluciones de la ecuacion diferencial 2.2 y llamamos
solucion “general” de la ecuacion diferencial 2.2 a una combinacion lineal de las n

soluciones linealmente independientes.

A continuacion se define rigurosamente lo que entendemos como conjunto
fundamental de soluciones de una ecuaciéon diferencial homogénea de orden n y

cual es su solucion general.

Definicion 2.4. Sean fi, fo,. .., fin soluciones de la ecuacion diferencial homogénea
de n-ésimo orden 2.2 en el intervalo [a,b]. El conjunto A = {f1, fa, ..., fm} se llama
conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion 2.2 en el intervalo [a,b] si y solo

st se cumplen las siguientes condiciones:

1. A es un conjunto mazimal de funciones linealmente independientes.

2. Cualquier solucion de la ecuacion 2.2 se puede expresar como

lel +02f2+-'~+cmfma

donde cy,ca, ...,y son constantes arbitrarias.

En la definicién 2.4, se entiende como conjunto maximal de funciones linealmente

independientes a aquel conjunto que contiene el maximo nimero de funciones
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linealmente independientes, es decir, si B es un conjunto de funciones linealmente
independientes, entones B C A. Ademés, la funciéon definida como la combinacién
lineal de las funciones fi,..., f,, de este conjunto maximal A se llama solucién

general de la ecuacion diferencial 2.2 en el intervalo [a, b].

Observacion 2.7. Por el teorema 2.2, la solucion general de la ecuacion diferencial
2.2 es efectivamente una solucion. Ademds, por el teorema 2.3 y la observacion 2.5,
un conjunto maximal de soluciones linealmente independientes de la ecuacion 2.2

tiene exactamente n elementos.

T 2z

Es facil verificar que las funciones e*,e™",e** son soluciones de la ecuacion

diferencial

d’y 'y dy

LA b A A Yyg— 2.9

dx? Az dz Y (25)
para todo x tal que —oo < = < +4o00. Ademas, se puede demostrar que estas
funciones son linealmente independientes en el intervalo (—oo, +00). Luego, segun la

 e*} es el conjunto fundamental

definicion 2.4 y la observacion 2.7, el conjunto {e*, e~
de soluciones de la ecuacion 2.5 y su solucién general es la funciéon definida por

1% + coe™ + cye?”.

Observacién 2.8. Saber que un conjunto den funciones es linealmente independiente
es de transcendental importancia, tanto para conocer cual es el conjunto fundamental
de soluciones, como para determinar cual es la solucion general de una ecuacion

diferencial.

Los teorema 2.4 y 2.5 (ver mas abajo) nos dan un criterio sencillo para
averiguar cuando un conjunto de soluciones de una ecuacion diferencial es linealmente

independiente en un intervalo [a, b]. Primero necesitamos dar la siguiente definicion.

Definicion 2.5. Sean fi, fa, ..., fn, n funciones reales que tienen derivadas hasta

de orden n — 1 en un intervalo real [a,b]. El determinante

fi fo fn
W(fi, fas-. s fn) = fl JTQ fn
fl(n—l) 2(71—1) . f,g”_l)
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se llama Wronskiano de estas n funciones.

Observamos que el Wronskiano de fi, fa, ..., f, es una funcién real en el intervalo

[a, b], su valor lo denotamos por W( f1, fa, ..., fu)(2).

T

Ejemplo 2.4. Hallar el Wronskiano de las funciones definidas por fi(x) = €,
falz) = e y fa(x) = €.

Solucion. Desde la definicién 2.5 tenemos

e e T 62:5
W(@x, e’ 6230) =] ¥ —e T Qe
et et 4e*

luego W (e, ™%, e*)(x) = —6e2*.

Ejemplo 2.5. Hallar el Wronskiano de las funciones definidas por fi(z) =senz y

fo(z) = 2senz.

Solucion. En este caso tenemos

senx 2sencx
W(senz,2senx) = :
CoST 2cosT

luego W (senx,2sen)(x) = 0.

Los siguientes teoremas nos permiten averiguar si un conjunto de soluciones

de una ecuacion diferencial de n-ésimo orden es linealmente independiente en un

intervalo.

Teorema 2.4. Sean fi, fo,..., fn soluciones de la ecuacion diferencial lineal
homogénea de n-ésimo orden 2.2. Las soluciones fi, fa,..., fn son linealmente
independientes en el intervalo [a,b] si y solo si W(f1, fa,..., fa)(x) es diferente

de cero para algin x en |a,b].

Teorema 2.5. El Wronskiano de n soluciones fi, fa, ..., fn de la ecuacion diferencial

2.2 es, o bien identicamente igual a cero en [a,b] o bien diferente de cero en [a,b].
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Observacion 2.9. Los teoremas 2.4 y 2.5 no tienen validez (al menos en todos los
casos) cuando se elimina la hipdtesis que pide que las funciones sean soluciones de la

ecuacion diferencial.

Para una discucién general de la relaciéon entre dependencia lineal de un conjunto
de funciones y el Wronskiano asociado a esas funciones ver, por ejemplo, Bocher

[BM] o Courant |[CR, pag. 756-763].

Ejemplo 2.6. Decir si las funciones definidas por fi(x) = senx y fo(x) = 2senx
2

forman un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion d—yz +y=0.
x

Solucién. Primero vemos que las funciones f; y f2 son soluciones de la ecuaciéon

diferencial. En efecto:

A@) | A@) | #@) | B | B | B

sen x ‘ Ccos T ‘ —senwx ‘ 2senx ‘ 2cosx ‘ —2senx

Reemplazando estos valores, vemos claramente que f; y f2 son soluciones de la
ecuacion diferencial. En el Ejemplo 2.5, se vio que W (senz,2senz)(x) = 0. Luego,
por el teorema 2.4 y el teorema 2.5, estas funciones son linealmente dependientes.
Por lo tanto, no constituyen un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion

%y
dif ial — = 0.
1rerencia 12 +vy

Ejemplo 2.7. Conociendo que las funciones senx y cosx son soluciones de la
2

ecuacion diferencial d—’g +y = 0. Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial.
x

Solucién. El Wronskiano de las funciones senx y cosz es

senx  Cosx
W{(cosx,senx) =
cosT —senx

= —sen’z — cos’x
= —1.

Luego, por los teoremas 2.4 y 2.5 se tiene que senx, cosz son linealmente
independientes en todos los reales. Luego (ver observacion 2.7) el conjunto

{senz,cosx} es el conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion diferencial

71



INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

d2
d—z + y = 0 y su solucion general es la funcion definida por f(x) = ¢; senx + ¢3 cos .
x

Ademas, el intervalo solucion es R.

Ejemplo 2.8. Hallar la solucion general de la ecuacion

Py Py dy
CY 980 M9,
dx3 dz? dx 2y =0

Solucién. Derivando, se demuestra que las funciones e, e y €** son soluciones
de la ecuacion diferencial. Como W (e®, e, €?*)(x) = —6e** # 0 para todo z real.
Tenemos que €%, e y e** son funciones linealmente independientes para todo x tal
que —oo < x < 400. Luego, la soluciéon general de la ecuacion de este ejemplo esta
definida por

f(z) = c1e” + cpe™ + cze*.

Reducciéon de orden

Reducir el orden de una ecuaciéon diferencial lineal homogénea de n-ésimo orden
es una técnica que facilita mucho el trabajo de hallar soluciones de una ecuacion
diferencial. Su aplicaciéon depende del conocimiento de una solucién no trivial de la

ecuacion.

El préximo teorema nos indica ¢’omo podemos reducir el orden de una ecuaciéon

diferencial.

Teorema 2.6. Si f es una solucion no trivial de la ecuacion lineal homogénea de

n-ésimo orden 2.2, entonces la transformacion y = fuv reduce la ecuacion 2.2 a una
dv

%.

Ademas, la funcion definida como f(z)v(x) también es solucion de la ecuacion 2.2.

ecuacion diferencial lineal homogénea de (n — 1)-ésimo orden en la variable w =

Para ejemplificar la utilidad del teorema 2.6, realizamos un estudio completo de

la ecuacion de segundo orden.

Sea f una soluciéon no trivial de la ecuacion diferencial lineal homogénea de
segundo orden

ao(x)y + al(x)j—z + +a2(:c)—y = 0. (2.6)
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Utilizamos la transformacion

y=fu. (2.7)

El objetivo es determinar la funcién v. Diferenciando obtenemos

dy  .dv df
dr fd:v * Yz
d*y d*v N 2df dv df?
— = f— - 4 v—.
dz? dz? dz dx dz?
Sustituyendo estos valores en la ecuacion 2.6 obtenemos

2 2
ao(z) fv + a1 (x) (f;l—z —I—v;i—];) + as(z) ( % +2%Z—Z +v%) —0.

Ya que f es una solucion de la Ecuacion 2.6, la tltima ecuacion se reduce a la ecuacion

(o)) 55 + (0x(o) @) + 2} L) =0
Si ponemos w = Z—Z, entonces la tltima ecuacion se puede escribir como
ag(:c)f(:v)cé—l; + (al(x)f(x) + 2@(3:)%) w = 0. (2.8)
La ecuacion 2.8 es una ecuacion diferencial en variables separables cuya solucion es
ce~ ] B

w =

(f(2))?

Sin pérdida de generalidad, podemos hacer ¢ = 1. Luego se tiene que

/ e‘f%gdl’ J
v = — x.
(f(2))?

Finalmente, una soluciéon de la ecuacion diferencial 2.6 esta dada por

_ [ a=)
J az(ﬂv)dz

Y= f(x) / e (2.9)

Observacion 2.10. Se puede demostrar (hacerlo) que W (f,g) # 0, donde f es una

_ rai(=)
e faz(z)dm

(f(x))?
solucion general de la ecuacion lineal homogénea de sequndo orden esta dada por

c1f +cag.

solucion no trivial de la ecuacion 2.6 y g = f(a:)/ dz. Por tanto, la

73



INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Ejemplo 2.9. Se puede comprobar ficilmente que la funcion definida por f(x) = e*
2

es solucion de la ecuacion diferencial d—‘z —y =0. Hallar una solucion que sea
x

linealmente independiente con la solucion f.

Solucidén. Segin la observacion 2.10, reemplazando los valores de las funciones aq, as
2

y f en la ecuaciéon 2.9, una solucion de la ecuacion diferencial d—‘z —y =0 que
x

es linealmente independiente con la funcion definida por f(z) = e esta dada por

1
g(x) = ex/e_%dm. Luego g(z) = —56—5'?.

Ejemplo 2.10. Se sabe que la funcion definida por f(x) = x* es solucion de la
d*y dy

ecuacion x27x2 — Bxd— + 4y = 0. Hallar otra solucion de la ecuacion diferencial.
x

Solucion. En este caso se tiene

= —3lnx.
Luego
-/ 218;@ 3
e Joa x
———— | dz = / —dx
/ (f(x))? at
1
= / —dx
x
=lInx.
., ., . 2d2y 2 dy
De esta forma, una soluciéon de la ecuacion deferencial x TZB — 3$d— +4y =0 es
x

la funcion definida por g(z) = 2% Inz.
La ecuacioén lineal no homogénea de n-ésimo orden

Para terminar esta secciéon enunciamos algunos resultados bésicos sobre la ecuaciéon
diferencial lineal de n-ésimo orden no homogénea o completa
dy d"y
ap()y + a1(x)— 4+ ...+ a,(x)— = F(x). 2.10
@)y + a1 ()2 (0) 7L = Fz) (210)
El resultado bésico es el teorema que relaciona la solucion de la ecuacién completa y

su correspondiente ecuacion homogénea asociada. Primero definimos el concepto de

ecuacion homoégenea asociada.
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Definiciéon 2.6. Se llama ecuacion homogénea asociada a la ecuacion 2.10 a la

stguiente ecuacion.:

dy dy
ao(a:)y—i—al(x)%—i-...—i—an(x)% = 0. (2.11)

Ahora enunciamos el teorema que relaciona la solucion de la ecuacion 2.10 con la

solucién de la ecuacion 2.11.

Teorema 2.7. St f, g son soluciones arbitrarias de las ecuaciones 2.10 y 2.11

respectivamente, entonces la funcion f + g es solucion de la ecuacion 2.10.

En efecto, calculando las derivadas hasta el orden n de la funciéon f + g se tiene

que

w(@(f +9)+ @D e

d"(f +g)

=F 0
e (x) +

= F(x).

Por ejemplo, la funcion definida como f(z) = x es solucion de la ecuacion

d?
d_z + y =« (comprobarlo) y la funcién dada por g(x) = senx es una solucion de la
x
2

ecuacion homogénea asociada d—z + y = 0 (comprobarlo). Luego, por el teorema 2.7,
x
d2
la funcién definida por x + sen x es solucién de la ecuacion d—'z +y=ux.
x
Ahora, aplicando el teorema 2.7 al caso especial de tener una solucion sin

parametros de la ecuacion completa y la soluciéon general de su ecuaciéon homogénea

asociada tenemos el siguiente corolario:

Corolario 2.2. Si y, es una solucion particular de la ecuacion 2.10, y. es la solucion
general de la ecuacion 2.11, entonces cualquier solucion ¢ de la ecuacion 2.10 estd

dada por ¢ =y, + Ye.
El corolario 2.2 sugiere la siguiente definicion:
Definicion 2.7. Consideremos la ecuacion diferencial no homogénea (ver ecuacion

2.10) y su ecuacion diferencial homogénea asociada (ver ecuacion 2.11).

1. La solucion general de la ecuacion homogénea asociada se llama funcion

complementaria de la ecuacion no homogénea. A esta solucion la notaremos

por Y.
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2. Cualquier solucion de la ecuacion no homogénea que no contenga pardmetros
se llama integral particular de la ecuacion no homogénea. A esta solucion la

notaremos con yp.

3. La solucion y. + y,, donde y. es la funcion complementaria, y, es una integral
particular de de la ecuacion no homogénea, se llama solucion general de la

ecuacion no homogénea.

2
Ejemplo 2.11. Hallar la solucion general de la ecuacion d—‘z +y=u.
x

Solucién. La funcién y, = x es una integral particular de la ecuacion. Ademaés,
la funcion y. = cysenx + cpcosx es la funcién complementaria de la ecuacion

diferencial, luego x + ¢ sen z + ¢ cos x es la soluciéon general de la ecuacion diferencial
d*y

prel

2.2 Ecuaciones lineales homogéneas con

coeficientes constantes

Hallar la solucion general de una ecuacion diferencial lineal homogénea de n-ésimo
orden con coeficientes variables es una tarea muy complicada de realizar y, en la
mayoria de los casos es simplemente imposible hallar tal soluciéon. Sin embargo, si la
ecuacion tiene coeficientes constantes la tarea se vuelve bastante facil.

dy d"y .
En efecto, sea apy+a1— + ... +a,— =0, donde a, # 0 una ecuaciéon

n

dx dx
diferencial homogénea de n-ésimo orden con coeficientes constantes. Mirando la
ecuacion diferencial nos damos cuenta de que una soluciéon de esta, se podria pensar,
es una funciéon f que tiene la siguiente propiedad: “f y sus derivadas son multiplos
de si mismo”. Ahora, jconocemos alguna funciéon que cumpla esta propiedad? La

respuesta es SI, la funcién exponencial ¢™*, donde m es una constante, es tal que

dk ( emr)
dzk

diferencial homogénea de n-ésimo orden con coeficientes constantes tiene la forma

= mFe™ . De esta forma podriamos decir que la solucion de la ecuacion

y = €™ donde la constante m se debe escoger de tal forma que se satisfaga la

ecuacion.
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Ya que
flx) =e™,
YE) e
d2f<£L') 2 _mx
o m-e™",
dn

Reemplazando estos valores en la ecuacion diferencial se tiene que

2

aoe™ + ayme™ + aom“e™ + ...+ a,m"e™ =0

™ (ag + aym + agm® + ... + a,m") = 0.

Como €™ #£ ( para todo valor de z se tiene, desde la tltima expresion, que
ap + arm + aym® + ...+ a,m" = 0. (2.12)

Podemos concluir que: si la soluciéon de la ecuacion diferencial homogenéa de n-ésimo
orden con coeficientes constantes tiene la forma f(z) = €™, entonces la constante m

debe satisfacer la Ecuacion 2.12.

El objetivo de esta seccion es presentar un método explicito para hallar la solucion
general de la ecuacion diferencial lineal homogénea de n-ésimo orden con coeficientes
constantes:

d’I’L

dy Y
o ta—2=0, a,#0. 2.13
apy + ay I t...ta don an # (2.13)

El método que vamos a exponer estd fundamentado por lo expuesto al inicio de esta

seccidén. Antes de exponer el método, necesitamos dar la siguiente difinicion:

Definicién 2.8. Se llama ecuacion caracteristica asociada a la ecuacion 2.13 a la

siguiente ecuacion algebraica:
ao + aym + agm? + ... + a,m" = 0. (2.14)
Notamos que la potencia de la variable m en la ecuacién caracteristica 2.14 esté

determinada por el orden de la derivada de y en la ecuacion diferencial 2.13, donde

la derivada de orden cero de y coincide con la funcion y.

77



INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

dy d®y
dr  dx3

Ejemplo 2.12. La ecuacion diferencial 2y —5 =0 tiene ecuacion

caracteristica asociada 2 — 5m — m? = 0.

Existe una correspondencia univoca entre las ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes y las ecuaciones algebraicas. De esta forma, a cada ecuacion
diferencial de la forma 2.13 le corresponde una ecuacién algebraica de la forma 2.14
y viceversa, a cada ecuacion algebraica de la forma 2.14 le corresponde una ecuacion

diferencial de la forma 2.13.

Ejemplo 2.13. Hallar la ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes

asociada a la ecuacion algebraica 3 — 5m? + 2m? + 4m® = 0.

Solucién. Lo tunico que se tiene que hacer es reemplazar la potencia de m por el

orden de la derivada de la ecuacion diferencial, recordando que la potencia “0” de m

corresponde a la derivada de orden cero en la ecuacion diferencial. Asi, la ecuacion
dy Py &y

diferencial que buscamos es 3y — 5@ + 2$ + 4$ = 0.

Se puede demostrar que: la forma de las soluciones de la ecuaciéon diferencial
homogénea 2.13 dependen de la naturaleza de las soluciones de su ecuaciéon

caracteristica asociada 2.14.

Ya que una ecuacién algebraica de n-ésimo grado tiene exactamente n raices y el
conjunto fundamental de soluciones de una ecuaciéon diferencial lineal con coeficientes
constantes tiene exactamente n elementos, podemos concluir que existe una solucién
fundamental de la ecuacion 2.13 por cada raiz de la ecuacion 2.14. Ademés, las raices

de cualquier ecuacion algebraica pueden ser:

a. reales simples,
b. reales multiples,
c. complejas simples vy,

d. complejas multiples.

Asi, se tiene cuatro casos, dependiendo de que tipo de solucién se tenga para la

ecuacion caracteristica asociada 2.14.
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Caso raices reales simples

Si m; es una raiz real simple de la ecuaciéon caracteristica asociada
ap +arm+aym® + ... +a,m" =0,

entonces la funciéon definida por €™ es una solucion de la ecuacion diferencial

dy d™y
+a1—+...+a,— =0.
%oy T & dx 4 dx™

Observacion 2.11. Sim;, m; son raices reales simples y diferentes (para i # j) de
la ecuacion caracteristica asociada, entonces las funciones definidas por €™, e™i son

soluciones linealmente independientes de la ecuacion diferencial.

Cuando la ecuacion caracteristica asociada tiene n raices reales simples, digamos
my,Ma, ..., My, la solucidon general de la ecuaion diferencial homogénea 2.13 esta
dada por:

y(@) = c1e™7 + ™" + L 4 ™,

donde ¢y, co, ..., c, son constantes arbitrarias.

Ejemplo 2.14. Hallar la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial:

dhy d3y d?y dy
CY 1388 _99%Y | 508 4 oy — 0.
6 — 1375 — 20+ 52-2 + 20y = 0

Solucién. La ecuacion caracteristica asociada a esta ecuacion diferencial homogénea
es:

6m* — 13m> — 29m? + 52m + 20 = 0.

1
Las raices de la ecuacion caracteristica asociada son m = 2, m = —2, m = —3

5
yms=g (hacer los Calculos). Luego, las soluciones fundamentales de la ecuacion

diferencial son e**, e=22, e 3" y e37 . Asi, la soluciéon general requerida es:

_ _1 5
y(x) = 16 + cpe™H 4 c3e” 3 4 cqe2”,

Ejemplo 2.15. Hallar la solucion general de la ecuacion

d4 d3 dzy d

79



INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Solucién. La ecuacion 15m* —67m3+51m?+43m+6 = 0 es la ecuacion caracteristica

1 1
asociada a la ecuaién diferencial. Ya que m = 2, m = 3, m = —3 ym= —= son

las soluciones de la ecuacién asociada, se tiene que las soluciones fundamentales de

3x

s . _1 _1 C
la ecuacion diferencial son 2%, 3%, ¢73% y ¢~ 5%, Luego, la solucién general de la

ecuacion diferencial estd dada por

_1 _1
y(x) = 16 + cpe® 4 c3e7 3" + cue 57,

Caso raices reales multiples

Si m; es una raiz real con multiplicidad a de la ecuacion caracteristica asociada 2.14,

a—1_m;z

entonces €™ xe™i* ... x* " e™* son « soluciones linealmente independientes de la

ecuacion diferencial 2.13.

Ejemplo 2.16. Hallar la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial:

Py dy o dy d?y dy
CY 989 %Y 1 902 Y 19%Y L6y =0
dxd dz?t 6da:3 + deQ gdx +0y=0

Solucién. La ecuacion caracteristica asociada a la ecuaion diferencial es:
m’ —2m* — 6m> + 20m? — 19m + 6 = 0.

Las raices de esta ecuacion son m = 2, m = —3 y m = 1 donde las dos primeras
soluciones son simples (sin multiplicidad) y la tercera solucion tiene multiplicidad 3

(hacer los calculos).

Segin el caso de raices reales simples, se tiene que las funciones definidas por
e?® y 737 son soluciones de la ecuacién diferencial. Por otro lado, segiin el caso de
soluciones reales multiples se tiene que las funciones dadas por e®, ze? y x%e® son las
tres soluciones asociadas a la soluciéon multiple m = 1. Luego la solucién general de

la ecuacion diferencial esta dada por:

3x

y(x) = 16 + cpe 3 — c3e” 4 cuwe” + csrie”.

Ejemplo 2.17. Hallar la solucion general de la ecuacion

d°y d'y d*y Py dy
47 _90= Y 1372 302 1 9%
dxzd de4 + 37dx3 Bode + gdx 0
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Solucion. La ecuacion caracteristica asociada a la ecuacion diferencial es
5 4 3 2 _
4m?® — 20m= + 3"m° — 30m“ 4+ 9m = 0.

. 3 . .
Las raices de esta ecuacion son m = 0, m = 5 y m = 1 donde, la primera solucién
es simple y las dos tltimas soluciones tienen multiplicidad 2 cada una (realizar los
célculos). Luego, la solucion general de la ecuacion diferencial estéa dada por la funciéon

definida como

3 3
y(x) = 1 + coe2” + cgxre2” + cpe” + csxe”.

Caso raices complejas

Si m; = a+ B es un a raiz compleja simple de la ecuacion caracteristica asociada
2.14, entonces las funciones definidas por e sen(fz), e*® cos(fx) son soluciones

linealmente independientes de la ecuacion diferencial 2.13.

Observacion 2.12. Sim; = a+ 1 es solucion de la ecuacion caracteristica asociada,
entonces m; = a— Bt también es solucion de la ecuacion caracteréstica. Esta solucion
m; no genera nuevas soluciones linealmente independientes (spor qué?), luego es
suficiente tomar en cuenta la solucion m; para construir la solucion general de la

ecuacion diferencial 2.13.

Ejemplo 2.18. Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial:

&y _dy _dy Py dy
SY 5t 358 155 4% opy =0
dxzd dz? + dxz3 dx? dx + 20y

Solucion. La ecuacion caracteristica asociada a esta ecuacidon diferencial es:
m® —5m* 4+ 3m? — 15m? — 4m + 20 = 0.

Las raices de esta ecuacion algebraica son m =1, m =2+, m = 2 — i, m = 2,

m = —2i (comprobarlo). Ademas, todas las raices son simples.

Las funciones e (asociada a la raiz m = 1), e**senz, €** cosz (asociadas a la

raiz m = 2 + i), sen(2x), cos(2z) (asociadas a la raiz m = 2i) son las soluciones
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linealmente independientes de la ecuacion diferencial. Asi, la solucién general de la

ecuacion diferencial estd dada por:
y(r) = c1e” + cpe* senx + cze™ cos w + ¢y sen(2x) + c5 cos(21).

Ejemplo 2.19. Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial:

Solucion. La ecuacion caracteristica asociada a esta ecuacidon diferencial es:

m’—m?—m?+1=0.

1 V3

Las raices de esta ecuacion algebraica son m = 1, m = —1, m = 5 -+ 7@ y
1
m=-5- 72 (comprobarlo). La primer raiz tiene multiplicidad 2 y las restantes

raices son simples.

Las funciones

e c” xe® asociadas a la raiz multiple m =1,

e ¢ 7 asociada la la raiz simple m = —1,
1, V3 1, V3 . ) .
e ¢ 2%gen ST e 2% cos 57 asociadas a la raiz compleja
1 V3.
m = —5 + TZ

son las soluciones linealmente independientes de la ecuacion diferencial. Asi, la

soluciéon general de la ecuacion diferencial esta dada por:

3 3
y(ZE) = 16" + coxe” + cze”F + 646_%9& sen (%—x) + Cse—%x COS <§$> .

Caso raices complejas miiltiples

Si m; = a+ f1 es una raiz compleja con multiplicidad « de la ecuacién caracteristica
asociada 2.14, entonces las 2y funciones definidas como e** sen(fz), e** cos(fSz),
re®® sen(fx), xe®® cos(fx), ...,z 7 L sen(Bx), 2771 cos(Bx) son soluciones linealmente

independientes de la ecuacion diferencial 2.13.

82



Leonidas Cerda y Janneth Morocho

Observacion 2.13. Si la ecuacion caracteristica asociada tiene una raiz compleja
mj; = o+ pi con multiplicidad vy, entonces los vy nimeros complejos m; = a — [3i
también son raices de la ecuacion caracteristica asociada. Estas soluciones no generan
nuevas soluciones linealmente independientes (ver observacion 2.12), por tanto, es

suficiente tomar en cuenta las soluciones m;.

Ejemplo 2.20. Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial:

dSy dPy dy d3y d*y dy
— — 10-—= 4+ 99— —196—— 419— —442— 4169y = 0.
dxb dx® * dz* dz? + dz? dx +

Solucion. La ecuacion caracteristica asociada es:

m® — 10m° + 59m* — 196m?> + 419m? — 442m + 169 = 0.

Las soluciones de esta ecuacion son m =1, m =2+ 3t y m = 2 — 3¢ todas con
multiplicidad 2 (verificarlo). Por un lado, las funciones definidas por e, xe® son
soluciones linealmente independientes asociadas a la soluciéon real multiple m = 1.
Por otro lado, las funciones e** sen(3z), €** cos(3z), ze** sen(3x) y ze** cos(3z) son
las 4 soluciones linealmente independientes asociadas a la raiz compleja multiple

m = 2+ 3i (la raiz m = 2 — 3i no se toma en cuenta — ver observacion 2.12).
De esta forma, la soluciéon general de la ecuacion diferencial es:

2x sen(3z 2z sen(3x

y(x) = c1” + cowe® + cze + c4€** cos(3x) + csze + core® cos(3x).

Ejemplo 2.21. Hallar la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial

d*y d3y d?y dy
4— +4— +13—— — =
= + o + 3d + 6d +9y = 0.

Solucién. La ecuacion caracteristica asociada es 4m* + 4m3 + 13m2 + 6m + 9 = 0.

1 23, 1 V23

Las soluciones de esta ecuaciéon son m = —— 4+ —iym= —— —

4 4 4 4
con multiplicidad 2. Asi, la solucién general de la ecuacion diferencial es:

! V23 . V23
y(l') - Cleizm Sen (Tx> -+ 021.6*1.% sen (Tl.) +
1, V23 1, /23
C3€ 47 COS T:Ij‘ + cqxe 4" cos T'x

1 cada una
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Ejercicios

En los siguientes ejercicios hallar la ecuacion diferencial lineal homogénea con

coeficientes constantes cuyo polinomio caracteristico asociados tiene las siguientes

raices:
1. A1 = 2 raiz simple, Ay = —3 raiz con multiplicidad 3, A3 = 2 + 3¢ raiz simple,
Ay =2 —3i.
2. Ay = 2/5 raiz simple, \y = —1 raiz simple, A3 = 0 raiz con multiplicidad

2, Ay = —3/4 raiz simple, \5 = 1 + 2i raiz simple, A\g = 1 — 2.
3. A =1 raiz con multiplicidad 5.

4. A\ = 3 4 2¢ raiz con multiplicidad 2, \; = 3 — 2¢ raiz con multiplicidad 2.

Hallar la solucion general de las siguientes ecuaciones:

Py dy
5. =2 —3-2 _y=0.
dx? dx y

Py A’y dy

d'y Py Py _dy

7. 6@—11$+2E+5%—2y:0.

8. %—yz&

9. 3%—7%4—2%—3%4—7%—%:0.
10. %—2%4—2%—4%4—%—%:0.

2.3 Ecuaciones no homogéneas con coeficientes

constantes

En esta seccion, estudiamos dos métodos para hallar una integral particular de la

ecuaciéon no homogénea con coeficientes constantes. El primer método es bastante
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facil de aplicarlo pero no es aplicable a cualquier ecuacién. El segundo método se
puede aplicar a cualquier ecuacién pero, en general, es més dificil que el primer
método sobre todo porque este involucra la resoluciéon de sistemas de ecuaciones e

integracion.
2.3.1 Método de los coeficientes indeterminados

En esta parte, estudiamos un método explicito para hallar una solucién particular de

la ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes no homogénea

d d"
a0y+a1—y+...+an 4

= T =F2), a £0. (2.15)

El método, llamado método de los coeficientes indeterminados, desgraciadamente
se puede aplicar solamente a una clase bastante restringida de funciones F(z) pero
tiene la ventaja (cuando se puede aplicar) de ser relativamente sencillo. Antes de

explicar el método necesitamos dar la siguiente definicion.

Definicion 2.9. Se llama funcion de tipo Cl a cualquier funcion de la forma:

1. 2™ para todo n > 0.

2. e** donde o es una constante diferente de cero.
3. sen(ax + ) donde o y B son constantes y « # 0.
4. cos(ax + () donde o y B son constantes y a # 0.

5. Cualquier funcion que se pueda consequir como una suma finita de productos

finitos de funciones de las clases anteriores.

Las funciones 3, e3” sen(2x), cos(4x) son ejemplos de funciones de tipo CI.

Ademés, la funcion 5x3e3® + sen(2x) cos(4x) — 4€3® cos(4x) también es una funcion
de tipo CI puesto que se obtiene como una suma finita de productos finitos de las

funciones de tipo CI anteriores.

Observacion 2.14. Aunque una funcion de tipo CI pertenece a una clase muy

restringida de funciones, esta cubre una gama bastante amplia de funciones que
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ademds tienen la ventaja de aparecer en muchas aplicaciones fisicas. Resulta que el
método de los coeficientes indeterminados se puede aplicar unicamente cuando la

funcion F(zx) es una funcion de tipo CI.

La siguiente definiciéon nos dice qué se entiende por conjunto asociado a una

funcion de tipo CI.

Definicion 2.10. Sea f una funcion de tipo Cl. Se llama conjunto CI asociado a la
funcion f al conjunto Cly formado por la funcion f y todas las funciones de tipo CI

que se consiquen de f por derivacion.

Consideremos la funcién f definida como f(x) = 3. Se tiene que f es una funcién
de tipo CI, luego tiene sentido hallar el conjunto CI asociado a 2. Al derivar se

consiguen las funciones de tipo CI siguientes: 22, z, 1. Por tanto, el conjunto ClI s es:
Cl,s = {2®, 2%, x,1}.

Ejemplo 2.22. Hallar el conjunto CI asociado a la funcion f definida de la siguiente

3x

manera: f(x) = > senx + Tz% + cosx.

Solucion. Primero, identifiquemos las funciones de tipo CI elementales (por decirlo

de alguna manera) que forman parte de la funcion f. Es inmediato que las funciones

e3senx, 2% y cosz son las funciones elementales de tipo CI que hacen parte de la

funcion f. Derivando cada una de estas funciones se tiene:

e 3 senx genera la nueva funcion (de tipo CI) €3* cos .

e 22 genera las nuevas funciones z y 1.

e cosz genera la nueva funciéon sen x.

Luego el conjunto CI asociado a la funciéon f es el siguiente conjunto:

3

Cl; = {e*senx, e cosx,2*, x,1,cosx,senz}.
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El método CI

Sea
mn

d d
a0y+a1—y+...+an—y20
dx dx™

la ecuacion diferencial lineal homogénea asociada la ecuacion diferencial 2.15. Sean
f1, fay ..., fn las n soluciones linealmente independientes de la ecuacién homogénea

asociada (ver Seccién 2.2).

El método (algoritmo) de los coeficientes indeterminados consta de los siguientes

pasos:

Paso 1. Identificamos las funciones elementales de tipo CI que forman parte de la

funcion F' (ver ecuacion 2.15). Sean gy, go, . - ., gm estas funciones.

Paso 2. Calculamos los conjuntos de tipo CI asociados a cada una de las funciones

g; para 1 <1i < m. Sean Cl,CI,, ..., CI, = estos conjuntos.

Paso 3. Si existen 7,7, 1 < 4,5 < m tal que CI,, C CI;, entonces eliminamos el

conjunto mas pequeno, es decir, eliminamos el conjunto CI,.

Sean Cl, ,Clg,,...,Cl,, con k < m, los conjuntos que quedan después del paso

Paso 4. Si f; € Cl,, para algin i € {1,2,...,n} y algin t € {1,2,...,k}, entonces
multiplicamos cada elemento del conjunto Cl, por la menor potencia positiva

de x de tal forma que f; ¢ CI,,.

Paso 5. Repetimos el paso 4 hasta que f; ¢ CI,, para todo 7 € {1,2,...,n} y para
todot € {1,2,...,k}.

Observamos que después del Paso 4 (posiblemente) algunos conjuntos CI,, habran
sido modificados. Con todos los conjuntos modificados y los que no necesitaron ser

modificados pasamos al siguiente paso:
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Paso 6. Ponemos v, la integral particular (ver definicién 2.7), como una combinacién
lineal de todos los elementos de todos los conjuntos que quedaron después

del paso 5.
Paso 7. Hallamos los valores de los coeficientes de la combinacién lineal del paso 6.

Observacion 2.15. El algoritmo para hallar una integral particular y, de la ecuacion
2.15 parece demasiado artificioso y muy complicado de utilizar, pero (como cualquier
procedimiento nuevo), después de practicarlo un par de ocasiones se va haciendo mds

natural y facil de utilizar.

Ejemplo 2.23. Hallar una integral particular de la ecuacion

Py L dy

Solucién. Primero hallamos las soluciones linealmente independientes de la ecuacién

d?y dy

8V 3% 4 0.

dz a7

Estas funciones solucién estan dadas por: fi(z) = e® y fo(x) = €** (comprobarlo).

Ahora pasamos al algoritmo para determinar una integral particular y,.

El paso 1 pide identificar las funciones elementales de tipo CI que hacen parte
de la funcién definida por x%e®. En este ejemplo, la tinica funcién de tipo CI es la

funcion z?e®. Esto termina el paso 1.

El paso 2 pide calcular los conjuntos de tipo CI asociados a las funciones

determinadas en el paso 1. Tenemos un sélo conjunto de tipo CI:

Cly2ee = {2, we", "}

El paso 3 se omite en este ejemplo pues solo contamos con un conjunto.

El paso 4 pide modificar el conjunto Cl,2.. pues la soluciéon f; es elemento de
este conjunto. Tenemos que multiplicar cada elemento del conjunto por la menor
potencia de x de tal forma que f; ¢ Cl,2... El conjunto que se obtiene de esta forma
es el conjunto:

Clyoee = {2%e®, 2%e", we™}.
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El paso 5 no necesita ser aplicado, pues ni f; ni fs son elementos del conjunto

(en este caso modificado) Cl,z.e.

El paso 6 nos dice que debemos poner la integral particular como una combinaciéon

lineal del Gnico conjunto que tenemos (en este ejemplo). Asi, y, esta dada por:
y, = Az’e” + Ba*e” + Cze”,

donde A, B, C son coeficientes indeterminadas (de ahi el nombre del método) que se

pide calcular en el paso 7.

Si realizamos los calculos se tiene que
y, = (Az® + (BA+ B)a® + (2B + C)z + C)e”.
yn = (Az® + (6A+ B)a® + (6A+ 4B + C)z + 2B + 20)e".

Al reemplazar los valores de y,, v, y ¥, en la ecuacion diferencial

d2
d—‘z — 3% + 2y = 2%e” obtenemos la siguiente igualdad:
x

(=3A2® + (6A — 2B)x + 2B — O)e” = %",

Para que esta igualdad se cumpla los coeficientes A, B y C' deben satisfacer el

siguiente sistema:
(

—-3A=1
{64 —2B =0
2B-C=0
\

Resolviendo el sistema (hacerlo) se tiene A = —1/3, B= -1y C' = —2. Asi la

1
Yp = (—gx?’ —a? - 2m> e’.

Por el teorema 2.2 y la Definicion 2.7, la solucién general de la ecuacion diferencial

integral particular es:

es y(z) = y.+y, donde y. es la funcién complementaria y y, es una integral particular

(ver definicion 2.7), esto es:

1
y(x) = (—gx?’ — 2?27+ cl> e” + cpe®.
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Ejemplo 2.24. Hallar una integral particular de la ecuacion

d> d

Gy 4% + 3y = 22% + ¥ + 2xe” + 4€*".
dx? dx

Solucién. Primero hallamos las soluciones linealmente independientes de la ecuacion

homogénea asociada. Es decir, hallamos el conjunto fundamental de soluciones de la

ecuacion
Py dy

Aplicando el método estudiado en la seccion 2.2, vemos que el conjunto
fundamental de soluciones de la ecuaciéon homogénea esta formado por las funciones
definidas por: fi(z) = e y fa(x) = €3 (hacer las cuentas). Ahora pasamos al

algoritmo para determinar una integral particular y,.

El paso 1 pide identificar las funciones elementales de tipo CI que hacen parte
de la funcion definida por 222 + e + 2ze® + 4e3. En este ejemplo, las funciones

elementales de tipo CI son 22, €®, ze® y €3%. Esto termina el paso 1.

El paso 2 pide calcular los conjuntos de tipo CI asociados a las funciones

determinadas en el paso 1. Tenemos cuatro conjuntos de tipo CI:

Cl,2 = {2%, 2,1},
Cl- = (e},
Clyer = {z€”, e},
Cles. = {*}.

El paso 3 pide eliminar los conjuntos mas pequenos. En este caso, eliminamos el

conjunto Clee.

El paso 4 pide modificar los conjuntos que tienen algin elemento coincidente
con alguna de las soluciones fundamentales de la ecuacion homogénea asociada. En
nuestro caso tenemos que modificar los conjuntos Cl .z y Clgs: pues fi € Clyee v
fa € Clsz. Tenemos que multiplicar cada elemento de los conjuntos Cl,.e y Clgse

por la menor potencia de x de tal forma que f; ¢ Clyex v fo ¢ Clese. Los conjuntos

90



Leonidas Cerda y Janneth Morocho

que se obtienen de esta forma son los conjuntos:

Clpee = {2%€", 26"},

Clese = {we®*}.

El paso 5 no necesita ser aplicado pues ni f; ni f5 son elementos de los conjuntos

(algunos modificados en este caso) Cl,2, Cl,e y Close.

El paso 6 nos dice que debemos poner la integral particular como una combinacién

lineal de los conjuntos que obtuvimos en el paso 5. Asi, y, esta dada por:
Yp = A2 4+ Aoz + Ag + Ayz’e® + Asze® + Agre’®,

donde Ay, Ay, A3, Ay, A5 v Ag son coeficientes indeterminados que se pide calcular

en el paso 7.

Si realizamos los calculos se tiene que

y]’g = 2A17 + Ay + Ay2x®e” + (244 + As)xe” + Ase” + 3Agxe® 4 Age™.

yl’y’ = 24, + Ayx’e” + (4A4 + As)xe” + (2A4 + 2A45)e” + 9Agze>® + 6A4e>.

Al reemplazar los valores de y, y, y y, en la ecuacion diferencial
d? d
d—g—4d—y+3y:2x2+e’3+2xe”+4e?’x obtenemos el siguente sistema de
x x

ecuaciones:
.

3A; =2
—8A1 + 3A2 - O

2A1 - 4142 + 3A3 = 0

—4A, =2
24, — 245 = 1
24 = 4

\
Resolviendo el sistema (hacerlo) se tiene A; = 2/3, Ay = 16/9, A3 = 52/27,
Ay =—1/2, As = —1y Ag = 2. Asi la integral particular es:

—2x2+1—6x+¥— 11'24—3: e’ + 2xe’”
R R T\ ‘
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Por el teorema 2.2 y la definicion 2.7, la soluciéon general de la ecuaciéon diferencial es

y(z) = y. + y, donde y,. es la funcion complementaria y y, es una integral particular.

Asi:
2 16 52 <1

y(I) = §$2 + gﬁ + 2—7 — 5.772 +x— Cl> e’ + (2‘7: + C2)€3m

Ejercicios

Hallar la solucion general de las siguientes ecuaciones:

Iy Ly dy 2
1. 3%+3@—%—y:xsenm+4x e’.

dly &y Py dy
2.9—<2 2 _ 44— L _0Oy= 21‘_33.
dx*  dad dx? dx y=zre z

dy &Py P’y dy

3. @—i—@—7@—%+6y:e“}+xe_x+262x+5.

4. —12% + 35% - 59% + 327% + 441% + 108y = sen(3z) + 2z cos(3x) — we*™.
5. %—%—%+y:sen$+2c08$—3$6x+4x26_°’c.

6 2%— £+y:x2+x—1

2.3.2 Meétodo de variacién de parametros

En la subsecciéon 2.3.1, estudiamos el método de coeficientes indeterminados, el cual
involucra tinicamente derivacion y técnicas de resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales. Se indic6 también que el método CI se aplica Gnicamente al caso de funciones
de tipo CI. Por ejemplo, el método CI no se aplica a la siguiente ecuacion:

d2y + t
— = tanz.
dz? Y

En esta seccion estudiamos un método mas general para hallar una integral particular
de una ecuacién diferencial de n-ésimo orden que ademas, tiene la ventaja de aplicarse

a ecuaciones lineales con coeficientes variables.
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Primero explicamos el método de variacién de paramentros al caso particular
de una ecuacién de segundo orden y posteriormente lo generalizamos al caso de

ecuaciones de orden n > 3.
Consideremos la ecuacion diferencial lineal de segundo orden
d?y

ao(x)y + a; (J;)Z—z + ag(x)@ = F(z). (2.16)

Sean vy, y» dos soluciones linelmente independientes de la correspondiente ecuacion

homogénea asociada

d P
ao(z)y + al(x% + ag(x)d—;g = 0. (2.17)

La funcién complementaria de la ecuacion 2.16 esta dada por

Ye(x) = c1y1(x) + c2y2()
donde ¢y, co son constantes arbitrarias.

El método de variacion de parametros asegura que una integral particular de la

ecuacion 2.16 tiene la forma

yp() = c1(@)y1 () + ca(2)y2 (),

Observacion 2.16. Vemos que el método de variacion de parametros supone que
una integral particular se puede consegquir haciendo variar los pardmetros (de ahi el

nombre) ¢; y ¢ de la funcion complementaria.

Para hallar las funciones ¢;(z) y c2(x) procedemos de la siguiente manera:

Derivamos la funcion y,:
Yp(x) = 11(2)cy (z) + 1 (2)y1(2) + y2(2)ch(2) + ca(2)yy (). (2.18)
Ahora exigimos que
y1(x)cy () + ya(x)cy(x) = 0. (2.19)
Con esta suposicion, la ecuacion 2.18 toma la forma

Yp(x) = c1(2)y () + ca(2)y (). (2.20)
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Derivamos la ecuacion 2.20:
Y, (v) = i (x)y)(z) + cr(e)yy (z) + ch(@)ys(x) + co()yy (2).

Reemplazamos estos valores en la ecuacion 2.16:

ag(w)[er (2)y1 (7) + c2(2)y2(2)] + ar () [er (2)yr () + ca(w)ya ()] +

as(2)[ch (2)yh (2) + e1 ()l (&) + y(@)uh() + ea(@)y(2)] = Fla)
Reagrupando términos tenemos:

cr(w)ao(@)y1 (x) + ar(x)yy (2) + az(@)yy (2)]+
ca(w)[ao(w)ya(x) + ar(2)ys () + as(x)ys (2)]+

ax () [y (z)c) (z) + yo(x)cy(x)] = F(x)

Ya que yq, 12 son soluciones de la ecuacion 2.17, la dltima ecuacion se reduce a

la ecuacién:
F(x)

)64 () (o)) = (221)

Las ecuaciones 2.19 y 2.21 forma el sistema de ecuaciones

51 (@)h(@) + ) chle) = 0 .
(@), (@) + (@) (x) = )

donde las incognitas son las funciones ¢} y .

Observacion 2.17. Puesto que as(x) # 0, la ecuacion 2.21 estd bien planteada.

Luego, tiene sentido prequntarnos sobre la solucion del sistema 2.22.

Puesto que el wronskiano W (yy,y2) de y1,y2 es diferente de cero (ver definicion

2.5 y teoremas 2.4), este sistema tiene solucion tnica y esta viene dada por:

B | @) F)
a2 (OW (o)’
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() 0
/ F(x)
) — v () ax(x) | y(x)F(x)
2 yi(z) y2(x) as(2)W (y1,y2)
vi(@) yo()

Asi, las funciones ¢; y ¢o estan dadas por:

[ w@P@ [ p@FE)
“@/@mW@MW’ 2(7) /@@W@wﬂ'

Ejemplo 2.25. Hallar una integral particular de la siguiente ecuacion:

dzy + ta
— = tanzx.
dx? y

Solucién. Primero hallamos las soluciones linealmente independientes de la ecuacion
homogénea asociada. Realizando los calculos (hecerlo) se tiene que y;(z) = cosz,
y2(x) = senz son las soluciones buscadas. Ahora pedimos que una integral particular
de la ecuacion no homogénea tenga la forma y,(z) = ¢1(x) cos x +c2(z) sen . A partir
de este punto podriamos repetir los pasos que se hizo para hallar los valores de las
funciones ¢y y ¢ sin embargo, vamos a utilizar el tltimo resultado de los calculos

anteriores pues este nos da una féormula explicita para las funciones ¢; y cs.

El wronskiano de las funciones sen z, cos x es:

senxr  CosT
W(senz,cosz) = =—1.
cosT —senx

Por lo tanto:

RNy CTC R

(@)W (Y1, v2) cos x

=— /(secx — cosx)dx

= —In(secx + tan x) + sen z.

co(x) = / ajisa)/?y(f)m)d:c = —/senxdm

= COS .

De esta forma tenemos que una integral particular es:
Yp(r) = —coszIn(secx + tanx) + sen(2x).
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Observacion 2.18. La solucion general de la ecuacion diferencial esta dada por la

funcion definida como
y(x) = ¢y cosx + casenx — cos x In(sec x + tan ) + sen(2z),

donde c1,co son constantes arbitrarias.

Ahora vemos el método de variacion de parametros para el caso de una ecuacion

diferencial de n-ésimo orden.

Consideremos la ecuacion diferencial lineal de n-ésimo orden

n

d"y

dy
4+ ... Fa,(x)—==F 2.23
ao(x)y + a1 (x) I +...4a (x)dxn (x) (2.23)
y su correspondiente ecuacion homogénea asociada

dy d™y
— 4+ ... Fa,(xr)—=0. 2.24
ao(x)y + a1(x) o +...4+a (:c)dxn (2.24)
Sean vy, Yz, - - -, Yn soluciones linealmente independientes de la ecuacion 2.24. La

funcién complementaria de la ecuacién no homogénea 2.23 esta dada por

Ye(w) = cryn () + coy2(x) + - - + coyn()

donde ¢y, co, ..., c, son constantes arbitrarias.

Segin el método de variacion de parametros, una integral particular tiene la

forma

() = cr(@)yi(x) + ca(2)ya(2) + - + cnl@)yn(2).

Derivamos la funcion y,:
Yo = p1(@)cy(2) + cr(@)yy(x) + -+ yn (@) (2) + cnl@)y, (2). (2.25)

Pedimos que
yi1(x)ey(z) + ..+ yu(z)d, () =0
Luego, la ecuacion 2.25 se simplifica a
Yp(x) = cr(@)yr(x) + ... + en(@)yn,(z) = 0. (2.26)
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Derivamos yl’j de la ecuacion 2.26 para obtener la segunda derivada de la integral

particular:

Yp (@) = 1 (2)ci (z) + er (@) () + - + Y (@) ey () + cn(@)y, (7).

yi(z)d(z) + ...+ y(x)e(x) =0

Repitiendo el mismo proceso hasta la derivada de orden n de la funcién y,,
exigiendo en cada derivada que las partes que contienen la derivada de ¢;(x) para
cada 1 < ¢ < n sean igual a cero y pidiendo que la altima derivada (y las derivadas
de orden menor a n) satisfaga la ecuacion 2.23, obtenemos el siguiente sistema de

ecuaciones:

(

yi(z)c) () + y2(x)cy(w) + ..+ yn(z)c,(2) = 0

yi (@) (x) + yh(x)ch(z) + ...+ yp(x)c, (z) = 0

(2.27)
n—1 n—1 n— F(.’L’)
w T @eh(@) " @)@+ 4y @) () =
Si ponemos W;(fi,...,f,) al determinante que se obtiene del wronskiano
F(z)\"
de fi,..., f, reemplazando la i-ésima columna por (0,0, o )) , donde el
an(x

superindice T" indica traspuesta, entonces la i-ésima solucion ¢ (z) esta dada por:

Wilyr, -, Yn)
ci(r) = ——"—=".
( ) W(y177yn)

Observacion 2.19. La solucion del sistema la estamos calculando por la regla de
Cramer; sin embargo, en muchos casos en mds rapido buscar otra forma de hallar

: /
las expresiones para c;(z).

Para terminar, vemos que las funciones ¢; estan dadas por la siguiente expresion:

/W yl)"'ayn)dx.
Wiy, Yn)

El siguiente ejemplo muestra la forma de aplicar el método de variacion de

parametros a una ecuacion de segundo orden con coeficientes variables.
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Ejemplo 2.26. Hallar una integral particular de la ecuacion

d’y dy

2 4 3

r°—— —b6x— + 10y = 32~ 4 62

dx? dx i + 0

dado que y1 = 22, y» = 2° son soluciones linealmente independientes de la

correspondiente ecuacion homogénea asociada.

Solucioén. Se tiene que una integral particular y, estd dada por
yp(z) = zici(x) + 2°cy(1).
Para hallar los valores de ¢;(x) para i = 1,2 tenemos que resolver si sistema
r2cy(x) + 2°dy(x) = 0
2zc) (z) + batch(z) = 322 + 6z.
Utilizando la regla de Cramer, se tiene

0 x°

32% + 62 5 ~ 3xT462° 32" 4 6a°

2 b 506 — 226 326
2¢  bxt
x? 0
() = 2¢ 3a% + 6w 3zt 462°  3at 4 62°
2 22 4 Cohp6 —2x6  3p6
2¢  brt
. ]- 2 ].
Integrando, se tiene que ¢ (x) = g%+ 27, ca(x) = —— — —;. Por lo tanto
r x
L 4 3_ ,4_ 3
Yp(2) =52 +22° -2 -z
Ly, 3
= 2:): +

Observacion 2.20. Notamos que el método de variacion de pardmetros presenta un
gran problema. Efectivamente, para poder aplicar el método, necesitamos conocer el

conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion homogénea asociada. En general,
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para una ecuacion con coeficientes variables, esto es bastante dificil de averiguar. Sin
embargo, para el caso de ecuaciones con coeficientes constantes averiguar cudl es este
conjunto fundamental de soluciones no representa ningin problema (en la mayoria

de casos).

2
Ejemplo 2.27. Hallar una integral particular de la ecuacion d—z —y =tanx.
x

. y , . y d’y

Solucién. La ecuacion homogénea asociada a esta ecuacion es prche y =0, su
ecuacion caracteristica asociada m? — 1 = 0 tiene raices m; = 1, my = —1. Luego,
el conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea esta formado por
las funciones definidas como y;(z) = €*, ya(x) = e~*. Por el método de variacion de

parametros, una integral particular tiene la forma y,(x) = e*ci(x) + e “co(z).

Las derivadas de las funciones c1, ¢ vienen dadas por

, tanz —e- e~ "tanz
c(z) = = 5 ;— = —¢ “tanz,
—sen?z — cos?w

CoST —senx
e’ 0
e’ tanw x

p e“tanx "

co(T) = = = —c” tanz.

—sen?x — cos? x
senx  CosT

COsxr —sencwx

Observacion 2.21. Este ejemplo muestra que el ultimo paso en la aplicacion del
método de variacion de pardmetros puede resultar bastante complicado. En efecto,
las integrales que se generan con este método pueden ser muy dificiles de calcular.

Invitamos al lector intentar hallar los valores de c1(x), co(x) del ejemplo anterior.

Ejercicios

Hallar la solucion general de las siguientes ecuaciones:
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2 det  dz® dacQ_dx_6y:x€
3 %+%—7%—d—y+6yzxem+262m
4. _12%+352l4_y —59%+327%+4413—+108yzsen(3x) + 2z cos(3x).
o %—%—%—Fy:QCOSf
2%—53—i+y=x tr—1

2.4 Ecuaciones lineales homogéneas con

coeficientes variables

En la seccion 2.2 vimos que la solucion de una ecuaciéon diferencial lineal de n-ésimo
orden homogénea con coeficientes constantes se pueden expresar como la combinacion
lineal finita de funciones elementales. Para las ecuaciones diferenciales homogéneas
de orden superior con coeficientes variables sus soluciones, en general, no se pueden
expresar de manera tan sencilla.

En esta seccion, vamos a ver que alguna solucion de la ecuacion

dy d*y
ap(z)y + a1(x) == 4 az(x)—5 =
() + ()22 + aaf) 5 =0,

donde ay(x) # 0, se puede expresar como una serie de potencias. Primero tenemos

(2.28)

que dar algunas definiciones y enunciar algunos resultados preliminares.

Observacion 2.22. Se llama serie de potencias de x — x¢ a cualquier suma de la

forma E cn(x — x0)", donde los ¢, son coeficientes arbitrarios.
n=0

Ahora recordamos el concepto de serie de Taylor de una funciéon f centrada en

un punto xg.

Definicion 2.11. Sea f una funcion que admite derivada de cualquier orden en xy.
Se llama serie de Taylor de f centrada en xy a la siguiente serie de potencias de

r — Xo-

) (1,
Z—f n(‘ )(a:—:co)”.

n=0
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Por ejemplo, la serie de Taylor de la funcién e”, centrada en zy = 0 es

iln I badsa? 4 a8y Loty
— T = T =T =T —X
 n 27 6 24

de la funcién sen z, centrada en xy = 0 es

. (_1)” 2n+1 __ 1 3 1 5 1 7
Z(2n+1)!x “TTET Tt Tsoa0t T

de la funcién cos z centrada en zg = 0 es

OO (_1)” 2 1 2 1 4 1 6
L D Y
2 2n) " 2" Tt Tt T

n=0

La siguiente definicion clasifica una clase importante de funciones.

Definicion 2.12. Una funcion f se dice analitica en xq si su serie de Taylor centrada

en o existe y es convergente a f(x) para todo x en algin intervalo que contiene a xg.

Notamos que la funcién exponencial e*; asi como las funciones sen x, cosz y los

polinomios ag+ a1x + ...+ a,x™ son funciones analiticas en todos los reales. Ademas,
P(z)
Q(z)

Por ejemplo, la funcién 1/(z? — 1) es analitica en todo z # =+1.

las funciones racionales son analiticas en todos los puntos x tales que Q(z) # 0.

La siguiente definicién es importante en nuestro proceso de hallar las soluciones

de una ecuacién diferencial de segundo orden con coeficientes variables.

Definiciéon 2.13. Se dice que una ecuacion diferencial lineal homogénea de sequndo
orden esta expresada en forma normal si tiene la forma (o se puede escribir de la
forma)

d*y dy

a2 + %(@% + q2(z)y = 0. (2.29)

Puesto que ag(z) # 0 (ver ecuacion 2.28), podemos hablar de normalizar una
ecuacion homogénea de segundo orden. En efecto, lo tinico que tenemos que hacer es

dividir la ecuacion 2.28 por as(x).

Ejemplo 2.28. Normalizar la ecuacion

*y  _dy

2

-7 52 1)y =0.
deQ 5dx+(x Jy=0

101



INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Solucién. Dividiendo la ecuaciéon por z? obtenemos la forma normal de la ecuacion.

d? d
Es decir, la forma normal de la ecuacion x2d—‘z — 5d_y + (z — 1)y = 0 es la ecuacion
x x
dy S5dy x—1 0
de?  2?dx 2 '

Observacion 2.23. FEl proceso que realizamos para hallar la forma normal de la
ecuacion diferencial del ejemplo 2.28 tiene sentido siempre que as(x) # 0. Luego

tenemos que tener mucho cuidado al normalizar una ecuacion.

Definicion 2.14. Se dice que un punto xq es un punto ordinario de la ecuacion 2.28

si las funciones q1 y qo de la ecuacion 2.29 son ambas funciones analiticas en xg.

Si el punto xg no es un punto ordinario, diremos que es un punto singular.

Ejemplo 2.29. Hallar los puntos ordinarios de la siguiente ecuacion:

Solucion. Normalizamos la ecuacion:

d*y Sr dy x?

dx? x3—1%+x3—1

y = 0.

Ya que z° — 1 = 0 si y solo si # = 1 (las dos raices complejas del polinomio x3 — 1
no las tomamos en cuenta puesto que los tinicos puntos ordinarios que nos interesan
son reales) tenemos que los puntos ordinarios de la ecuacion son todos los (puntos)
reales excepto el punto z = 1. Asi, el punto x = 1 es el inico punto singular de la

ecuaclion.

2.4.1 Solucién alrededor de puntos ordinarios

El siguiente teorema da una condicién suficiente para la existencia de soluciones en

series de potencias de una ecuaciéon diferencial.

Teorema 2.8. Sixg es un punto ordinario de la ecuacion 2.28, entonces esta ecuacion

tiene dos soluciones linealmente independientes de la forma

oo
Z Cn(x — x0)".
n=0
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Observamos que el teorema 2.8 no solo asegura la existencia de soluciones
linealmente independientes, sino que también nos asegura que estas series de potencias

convergen en algun intervalo |z — 29| < R (donde R > 0) alrededor de .

El siguiente ejemplo muestra la forma de hallar dos soluciones linealmente
independientes, expresadas en series de potencias alrededor de un punto ordinario de

una ecuacion diferencial.

Ejemplo 2.30. Hallar dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion

dzy dy 2
@‘i‘l‘d +($ +2)y:0. (2.30)

Solucidén. En este caso, se tiene que todo punto zy es un punto ordinario de la

ecuacion 2.30. Para facilitar los calculos elegimos zy = 0.

Asi, suponemos que la solucién que estamos buscando tiene la forma
y = Z cpa™. (2.31)
n=0

Hallamos la primera y segunda derivada de la ecuacion 2.31:

n=1
de - n—2
- = Zn(n —1epx
dx —~

Reemplazando estos valores en la ecuacion diferencial 2.30 obtenemos
Znn—lcnaz” 2+chn:c +ch "+2+2chaﬁ (2.32)
n=2

Para que las soluciones tengan la forma adecuada necesitamos que las potencias

de x sean todas iguales a n. Luego la primera y tercera suma tienen que reescribirse.

Zn n—1)c,z" % = Z(n+2)(n+1)cm+2x",
n=2 n=0

o0
E I A E Cpo™.
n=0 n=2
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Reemplazando estas tltimas expresiones en la ecuaciéon 2.32 obtenemos

Z(n +2)(n+ 1)cppoz” + Z ne,x" + Z Cp—ox" + 2 Z ™ = 0. (2.33)
n=0 n=1 n=2 n=0

Para realizar operaciones algebraicas necesitamos que todas las sumas de la
ecuacion 2.33 comiencen desde el mismo valor. Para lograr esto soltamos algunos
términos de las sumas que comienzan con indice de sumacion més bajo. Asi, tenemos
que:

oo

Z(n +2)(n+ 1)cppo2™ = 2¢9 + 6c3z + Z(n +2)(n 4+ 1)cpp0x™,
n=0

Z ne,x" = c1x + Z ne, "y
n=1 n=2

5 cpx" = co + 1 + E e

n=0 n=2

n=2

Reemplazando estas igualdades en la ecuacion 2.33 obtenemos

2¢y + 6c37 + Z(n +2)(n+ 1)cp0a” + 1z + Z ne,x” + Z Cp_ox"”

n=2 n=2 n=2

+2¢o + 2c1 + 2 Z cpx” = 0.

n=2
Agrupando términos, la ultima ecuacion se puede escribir como:
(2¢ + 2¢3) + (3¢ + 6¢3)x + Z[(n +2)(n+1)cpo+ (n+2)e, +cpo]z™ = 0. (2.34)

n=2

Para que la ecuacion 2.34 se satisfaga se deben cumplir las siguientes condiciones:
Condiciéon 1. 2¢y + 2¢ = 0,
Condiciéon 2. 3¢y + 6c3 =0y,
Condicion 3. (n+ 2)(n + 1)cpi2 + (n 4 2)¢, + ¢p—g = 0 para todo n > 2.
Desde la condiciéon 1, tenemos
Cy = —Cp. (2.35)

A partir de la condicién 2, tenemos

1
C3 — —§C1. (236>
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Finalmente, desde la condicién 3, tenemos

(n+2)c, + s
n+2)(n+1) "’

La ecuacién 2.37 nos proporcionan una férmula recursiva para los valores de la

Cnio = — valida para n > 2. (2.37)

constante ¢, 2. Algunos valores son:

| Cny2

2 cy= —% = ico, ver ecuacion 2.35

3¢5 = —5032——501 = %cl, ver ecuacion 2.36

4| cg= —% = —@CO, ver el valor de ¢4 y ecuacion 2.35
5| cr= —765 4—; G _ 16180 c1, ver valor de c¢5 y ecuacion 2.36

Observacion 2.24. Es inmediato ver que todos los coeficientes ¢, con n par estdn
expresados en términos del coeficiente ¢y, mientras que los coeficientes ¢, con n impar

estan expresados en términos del coeficiente c;.

Reemplazando estos valores en la ecuacion 2.31 tenemos:

Y =cC +cla:—cx2—lclx3+lcx4—l—iclx5—icxG— L clx7+
0 02 477 T a0 60 1680 a
Agrupando términos, tenemos
Yy =c 1—x2+1x4—|— +c x—lx?’—kif—i— (2.38)

Las series, entre paréntesis, de la ecuacion 2.38 son la expancion en series de
potencias de dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion 2.30 donde las
constantes ¢y y ¢; son constantes arbitrarias; luego, la ecuaciéon 2.38 es la soluciéon

2 d
Y

general de la ecuacion diferencial A (22 +2)y = 0.
dax? dx
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Ejemplo 2.31. Hallar la solucion general de la ecuacion

d’y  dy
2— —= =0. 2.
de—i-xdx—i—y 0 (2.39)
. y d’y  xdy
Solucién. La forma normal de la ecuacion 2.39 es — + —— + —y = 0. Luego, todo
dz?  2dx 2

punto xy es un punto ordinario de la ecuacion 2.39, elegimos zy = 0 para que se

faciliten los calculos.

Ahora procedemos igual que el ejemplo 2.30 para hallar dos soluciones linealmente

independientes.

Suponemos que la solucién que estamos buscando tiene la forma

y= i " (2.40)

n=0

Hallamos la primera y segunda derivada de la ecuacion 2.40:

o0

LS e

= = ne,a™

dz vt

de — n—2
- = Zn(n — Deyz™ =,
dx —~

Reemplazando estos valores en la ecuacion 2.39 obtenemos
i n(n —1)c,a" 2 + L incnx" + L Zn: cpa™ = 0. (2.41)
n=2 2 n=1 2 n=0

Para que las soluciones tengan la forma adecuada necesitamos que las potencias

de x sean todas iguales a n. Asi, la primera suma tienen que reescribirse.

Z n(n —1)c,2" 2 = Z(n +2)(n+ 1)cpp0x™.
n=2 n=0

Reemplazando esta tltima expresion en la ecuacion 2.41, obtenemos

p 1)¢pp0z™ + = =S e = 0. 9.42
nz;(nﬁL )(n 4+ 1)cpaox +2;ncx +2;cx ( )

Necesitamos que todas las sumas de la ecuacion 2.42 comiencen desde el mismo

valor. Para lograr esto saltamos algunos términos de las sumas que comienzan con
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indice de sumacién méas bajo. Asi, tenemos que
oo o0

Z(n +2)(n+ 1)cppaz”™ = 2¢o + Z(n +2)(n+ 1)cppox™,

n=0

n n

5 " = co + E .
n=0 n=1

n=1

Reemplazando estas igualdades en la ecuacion 2.42, obtenemos

o0 (o) n
1 1 1
2cy + E (n+2)(n+ 1)y 2" + 3 E ne,x” + 360+ 3 E c,x” = 0.
n=1 n=1

n=1
Agrupando términos, la tltima ecuacion se puede escribir como:

1 & 1 1
2c9 + 50 + nz:l [(n +2)(n+ 1)cpia + 51n + écn:| z" = 0. (2.43)

Para que la ecuacion 2.43 se satisfaga, se deben cumplir las siguientes condiciones:
.. 1
Condiciéon 1. 2¢y + 700 = 0y,
- 1 1
Condicion 2. (n+2)(n+ 1)cpia + 3MCn + 5Cn Dara todo n > 1.

Desde la condiciéon 1, tenemos
Co = ——C(Cp. (244)

A partir de la condicién 2, tenemos

(3n +3)
n+2)(n+1)

Cpia = ( , valida para n > 1. (2.45)

La ecuaciéon 2.45 nos proporcionan una férmula recursiva para los valores de la

constante ¢, 2. Algunos es estos valores son:
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n | Cpy2
1
1 C3 — 601
1
2 Cq4 = —3—200
1
3 Cy = @Cl
1
4| cg=——
07 T

Observacion 2.25. Al igual que el ejemplo 2.30, todos los coeficientes ¢, con n par
estan expresados en términos del coeficiente ¢y, mientras que los coeficientes ¢, con

n impar estan expresados en términos del coeficiente cy.

Reemplazando estos valores en la ecuacion 2.40, tenemos:

= C C1¥ — —Co —C1TX — —Co —C1 X — —Co
Y= omar =yt T Al T gy Tt T 3840

Agrupando términos, tenemos

1, 1 1 1, 1
=co(1—-a?— =2 — —af — .. 2P+ —a’ 4. 2.46
Y CO( T TV )“1 (I+6x ARTIRA (2.46)

Las series, entre paréntesis, de la ecuacion 2.46 son la expansion en series de
potencias de dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion 2.39 donde las

constantes ¢y y ¢; son constantes arbitrarias; luego, la ecuacion 2.46 es la solucion

d? d
general de la ecuacion diferencial pa + x—y +y =0.

dx? dx
Ejercicios
El siguiente bloque de ejercicios se ha tomado de Ross [RS].

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales alrededor de algiin punto ordinario:
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2 Y Y _
1. (x —1)w+3xd—+xy—0
dQZJ dy 2
2. £¥ 4 Y )y =
dx2+xdx+(z Jy =0
d*y dy
(Py Ay
dx? dx ’
4. Jy(0) =1,
y'(0) =0
(d%y y
@‘F%d——Qy 0,
5. qy(0) =0,
y'(0) =1
( d*y y
2
y'(0)=5

2.4.2 Solucion alrededor de puntos singulares

El método empleado en la subseccion 2.4.1 para hallar soluciones linealmente

independientes de la forma
Yy = ch(as — )"
n=0

para la ecuacion diferencial

dy
ao(z)y + al(x)% + ag(:c)@ =0

no funciona cuando el punto xy es un punto singular de la ecuacion diferencial. En

efecto, el teorema 2.8 solo es aplicable para el caso de puntos ordinarios.

Cuando x( es un punto singular, suponemos que las soluciones tienen la forma
o0
— T n
y—|l’—l'0’ E Cn(l'—il?()),
n=0
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donde 7 es una constante (real o compleja). Antes de explicar el método, llamado

método de Frobenius, necesitamos dar la siguiente definicion.

Definicion 2.15. Sea xq un punto singular de la ecuacion

d d?
aolw)y + ar(@) 52 + az(x) 25 = 0

Se dice que xo es un punto singular reqular si las funciones definidas como

son analiticas en xg.

Observacion 2.26. Utilizando la terminologia de la definicion 2.13 podriamos decir:
xo es un punto singular reqular de la ecuacion diferencial 2.28 (ver pag. 100) cuando
las funciones definidas como (z — xo)q1(x) y (x — x0)%qe(x) son analiticas en xq.
Ademdas, diremos que xq es un punto singular irreqular de la ecuacion diferencial

2.28 cuando xog no es un punto singular reqular.

Ejemplo 2.32. Hallar los puntos singulares requlares (si existen) de la siguiente
ECUGCION:

d’y dy
(x — 1)@ + (Tx +3)% +4(x — 3)y = 0.

Solucion. La forma normal de la ecuacion es

d*y T +3dy 4(x —3)
drz? v —1 dx x—1

y = 0.

El punto 2y = 1 es un punto singular de la ecuacién diferencial. Para averiguar si este

punto singular es regular calculamos los productos (z — x)q1(x) v (z — x0)%q2(2).

Tr+3
(x —xo)qu(w) = (x — 1) ——1
= Txr + 3.
4(x — 3
(@~ 20 aa(a) =z — 1200
= 42% — 162 + 12.

Como las funciones definidas por (z — x)q1(x) y (x — z0)?q2(z) son analiticas en

xo = 1 se tiene que x¢o = 1 es un punto singular regular de la ecuacion diferencial.
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El siguiente teorema nos da una condicién necesaria para que la ecuacion

diferencial 2.28 tenga soluciones en series de potencias alrededor de un punto singular.

Teorema 2.9. Si xy es un punto singular reqular de la ecuacion 2.28, entonces la

ecuacion 2.28 tiene al menos una solucion de la forma

o0

|z — 20 |" Z Cn(x — 20)", (2.47)

n=0
donde r es una constante. Ademds esta solucion es valida para 0 <| z — xy |< R.
Observacion 2.27. La constante v puede ser real o compleja y el proceso que se
sigue para hallar el valor de los coeficientes ¢, es, mds o menos, el mismo que se
realizo para el caso de puntos ordinarios. Este proceso se conoce comiunmente como
método de Frobenius. Ademds, el método de Frobenius supone que co # 0 para hallar

el valor de la constante r.

Ejemplo 2.33. Hallar una solucion, alrededor de un punto singular regular, de la
ecuacion diferencial
23:2@ dy

dx2—x%—l—(x—5)y:0.

Solucidn. Se puede demostrar que xg = 0 es un punto singular regular de la ecuacion

diferencial (hacerlo). Por el teorema 2.9, existe al menos una soluciéon de la forma

o0

y=|z| ch:z:".

n=0

Observacion 2.28. El método que vamos a explicar halla una solucion vdlida para
todo x tal que 0 < x < R, st queremos hallar soluciones vdlidas para —R < x < 0

simplemente ponemos —x > 0.

Ya que |  |= x tenemos
y=> coa™", (2.48)
n=0
donde ¢y # 0.

Calculamos la primera y segunda derivada de y:

o0

L=y 3
< =Y (n+7r)ca"
dx —~
d? -
d_:cy2 = Z(n +r—1)(n+1r)e, ™2
n=0
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Sustituyendo en la ecuacion diferencial tenemos:

o0 o0 o0 o
2 Z(n +r—=1)(n+r)c,x"™" — Z(n +7)e, T+ Z cpa" T -5 Z cpx™t = 0.
n=0 n=0 n=0 n=0
Para que la solucion tenga la forma deseada, todas las potencias deben ser iguales
a n + r, luego la tercera suma la tenemos que reescribir. Realizando los cambios

necesarios tenemos

2 Z(n +r—1)(n+r)c,x"™" — Z(n +7)e "+ Z Cp12™" =5 Z cpz™ = 0.
n=0 n=0 n=1 n=0

Ahora necesitamos que todas las sumas comiencen desde un mismo valor. Es

decir, todas las sumas deben comenzar desde n = 1.

2(r — Dregx” + 2 Z(n +r—1(n+r)e,a"" — rega” — Z(n + 1),z
n=1 n=1

o0 o0
+ E Cp1 " — Begr” — 5 E ™ = 0.
n=1 n=1

Agrupando términos, tenemos

(2r% — 3r — 5)cox” + f:[(?(n +r—1)(n+7r)—(n+7r)—=>5)c, + cp1)z" = 0.

n=1

Para que esta ecuacion se cumpla, recordando que ¢y # 0, se debe tener:

22 —3r —5=0,

Cn+r—1Mn+r)—(n+r)—>5)c, + 1 =0, paran > 1.

Observacion 2.29. La primera ecuacion se le suele llamar ecuacion indice asociada

al punto singular reqular .

. . . 5
Las soluciones de la ecuacion indice son r; = AL —1. Reemplazando el valor
r1 en la segunda ecuacion obtenemos la ecuacion n(2n + 7)c, + ¢,—1 = 0 (realizar los

célculos), valida para todo n > 1. Luego, el valor de las constantes ¢,, estan dadas
Cn—1

n(—2 o para todo n > 1. Algunos de sus valores son:

por ¢, = —
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n | cy,
C
1 01::'_E§7
C1 Co
2 = - = —
2= 75 7 108
Cy Co
3 = —-— = —
@739 7

Reemplazando estos valores en la ecuacion 2.48, obtenemos una soluciéon de la

ecuacion diferencial. En efecto, tenemos:

_ 52 G 72 G 92 €0 112
R TR o R

o 27/2 . 29/2 - 211/2 N
0 9 198 7722

Ahora, reemplazamos el valor de r, = —1 en la ecuaciéon

2m+r—1)(n+7r)—(n+7)—=5)cy + 1 =0,

valida para n > 1. Despejando el valor de ¢, obtenemos una férmula recursiva para

estos coeficientes. En efecto, tenemos que

Cn—1

Cpn = 7%,
2n—17

para todo n > 1.

Algunos valores de ¢, son:
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n|c,
C
1 Cl_goa
C1 Co
2| c=—=—,
27315
3 63202:%

Reemplazando estos valores en la ecuacion 2.48, obtenemos una nueva solucion de la

ecuacion diferencial. En efecto, tenemos:
Co 9
Yo = ;—l—cl+02x+03x —+ ...
¢
=+ —+ =+

R S
O\ TR Ty

Observacion 2.30. En el ejemplo 2.33, el método de Frobenius nos proporciona dos
soluciones linealmente independientes, pero este no es siempre el caso. Asi, surgen

de manera natural las siguientes preguntas:

1. Bajo qué condiciones podemos asegurar que la ecuacion

d d?
ao(w)y + ar(2) 2 + az(x) 25 = 0 (2:26)

tiene dos soluciones linealmente independientes de la forma
|z — a0 "D cnlw — z0)" (2.37)
n=0
alrededor del punto singular regular x.

2. Si la ecuacion diferencial 2.26 no tiene dos soluciones linealmente
independientes de la forma 2.37 alrededor del punto singular reqular xq, entonces
scudl es la forma de una solucion que es linealmente independiente con la

solucion de la forma 2.377
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El siguiente teorema da respuesta a las dos preguntas anteriores.

Teorema 2.10. Sea xy un punto singular regular de la ecuacion 2.26 y sean ry, 1o
(donde, podemos suponer, Re(r1) > Re(ry)) soluciones del la ecuacion indice asociada

al punto xq.

1. Siry —ry ¢ N, entonces la ecuacion 2.26 tiene dos soluciones linealmente
independientes yi1, yo cuya forma es

e}
y1 =z —xo [ ch(a: — x0)",

n=0

donde ¢y # 0, y
Yo =| & — xo | Z cn(x — xo)",
n=0

donde ci # 0.

2. St r1 —ry € N, entonces la ecuacion 2.26 tiene dos soluciones linealmente

independientes vy, yo cuya forma es

o0

y1 =z —=z0 |" Z%(ﬁ — )",

n=0

donde co # 0, y

Yo =| . — xo |"? Z cr(x—x0)" 4+ Cyy () In(x — x0),
n=0

donde ¢y # 0 y C' es una constante que puede ser cero.

3. 81 ri —ry = 0, entonces la ecuacion 2.26 tiene dos soluciones linealmente

independientes vy, yo cuya forma es

o0

y1 =z -0 |" ch(ﬂﬁ — )",

n=0

donde co # 0, y

Yo =| 2 — 20 |1 Z cr(x — 20)" + y1(z) In(z — ).

n=0

Las soluciones en los items 1, 2 y 3 son todas vdlidas en el intervalo 0 <| x —x¢ |< R

alrededor de x.
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Para terminar esta parte observamos que: siempre se pueden realizar los célculos
suponiendo que xg = 0. En efecto, cuando el punto singular regular es diferente de

cero, utilizamos la sustitucion ¢ = x — xg para trasladar al origen todos los célculos.
Ejercicios

El siguiente bloque de ejercicios han sido tomados de Ross [RS].

Emplear el método de Frobenius para hallar soluciones en un entorno de z =0

en cada uno de los siguientes ejercicios:

1. 2.7:2%—1—33%—{—(3:2—1)?;:0.
2 2%+xj—z+(x2—é>y:0
3 3:6%—(1’—2)%—%:0
4 xZ%—de—y—%(xQ—i)y:O
5 x%—(ﬁ—%%j—z—kxyzo
6 x2ji‘z+(x4+x)3—i—y:0.

2.5 Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales

lineales de orden superior

Quizéa los problemas de naturaleza mecanica sean los mas claros ejemplos de aplicacion
de una ecuacién diferencial de orden superior. En esta seccién estudiamos muy
someramente el comportamiento de un cuerpo sujeto al extremo de un resorte cuanto
se le proporciona a este una fuerza. Mas aplicaciones se pueden encontrar en los

circuitos eléctricos, la flexion de vigas, etc.
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Vibraciones mecanicas

El objetivo de esta parte es determinar la posiciéon de un cuerpo sujeto al extremo de
un resorte cuando este abandona su posicion de equilibrio como efecto de aplicarle
una fuerza al sistema resorte-cuerpo. Impondrémos una hipotesis (bastante fuerte)
sobre el posible movimiento del cuerpo para que las ecuaciones sean mas sencillas de

construir y trabajar.

Consideremos un resorte de longitud L que se encuentra suspendido verticalmente

desde el techo (ver figura 2.1).

Figura 2.1: Resorte suspendido desde un techo, longitud natural L

Coloquemos un cuerpo de masa m sujeto a un extremo del resorte y dejemos que

alcance nuevamente la posicion de equilibrio (ver figura 2.2).

Figura 2.2: Masa en equilibrio, longitud del resorte L + [
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Finalmente saquemos de la posicién de equilibrio al sistema resorte-cuerpo

estirandolo o comprimiéndolo una longitud z (ver figura 2.3).

Figura 2.3: Masa a una distancia x por debajo de la posicion de equilibrio; longitud

del resorte L + 1+ x

Observacion 2.31. El modelo matemdtico que vamos a construir para describir
la posicion de un cuerpo de masa m considera que el movimiento de este ocurre
unicamente en un dimension (vertical). Esta hipdtesis es bastante fuerte pero muy
importante, pues nos permite construir las ecuaciones de forma mucha mds sencilla.

Ademds, consideramos que la direccion positiva es hacia abajo.

Para construir el modelo matematico utilizamos la segunda ley de Newton: “La
sumatoria de todas las fuerzas que actian sobre un cuerpo es igual a la masa del

cuerpo por la aceleracion de este.”

A continuacién enunciamos las fuerzas que acttian sobre el cuerpo, determinando

en cada caso su valor:

1. F1, la fuerza de la gravedad. Si g es la aceleracion de la gravedad (ya que esta

actta en la direccion positiva, hacia abajo), entonces F; = mg.

2. Fy, la fuerza de resistencia del resorte. Segun la ley de Hooke, la fuerza que actta

sobre un cuerpo es directamente proporcional a la elongacion (compresion) del

118



Leonidas Cerda y Janneth Morocho

resorte. Como esta fuerza siempre se opone al movimiento del cuerpo tenemos
Fy = —k(x + 1) —ver figura 2.3. Notamos que si 2 = 0 (el cuerpo se encuentra
en posicion de equilibrio), entonces la fuerza F» debe ser igual a la fuerza de la
gravedad y su direccion es hacia arriba, luego —mg = —k(0 + (). Asi, mg = kl.

Reemplazando este valor en la expresion para F, tenemos Fy = —kx — mg.

3. F3, la fuerza de resistencia del medio. No se conoce con exactitud cuél es
la magnitud de esta fuerza, pero, para velocidades pequenas, esta fuerza es

x
proporcional a la velocidad, es decir, F3 = —aa, donde la constante a > 0 se

llama constante de amortiguamiento.

4. Fy, cualquier fuerza externa que actua sobre el cuerpo. Como no conocemos
con exactitud cual es la naturaleza de esta fuerza externa, nos permitimos

denotarla con F(t).

A partir de la segunda ley de Newton tenemos:

ZF dt27

reemplazando los valores de cada F - descrltas arriba, tenemos

dtQ Z F

dx
:mg—kx—mg—aa—i—F()

dz
= —kx —a— + F(t
o T ).
Asi, la ecuacion diferencial (modelo matematico) que describe la posicion de un

cuerpo de masa m en cualquier instante t esta dada por
m— +a— + kx = F(t). (2.38)

Si ademés imponemos las condiciones z(ty) = x y /(1) = x1 obtenemos el siguiente
problema (con condiciones iniciales o con condiciones en la frontera dependiendo de

los valores de ty y t1):

([ dPr  dx
l‘(to) = X9
K93’(151) = I.
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Observacion 2.32. Cuando F(t) = 0 se dice que el cuerpo tiene un movimiento
libre; en otro caso, se dice que el movimiento es forzado. Ademds, cuando la constante
a = 0 se dice que el movimiento es no amortiguado y cuando a # 0 se dice que el

movimiento es amortiguado.

Naturalmente, se pueden tener combinaciones de los tipos de movimientos que se
menciona en la observacion 2.32. Por ejemplo, se puede hablar de un movimiento
libre amortiguado o de un movimiento forzado no amortiguado, etc. en cada caso la

ecuacion 2.38 toma una forma especifica.

Para finalizar esta parte, mencionamos que, para hallar la posicion de un
cuerpo que tiene un movimiento forzado, primero tenemos que hallar la funcion

complementaria del cuerpo que tiene un movimiento libre.
Circuitos electréonicos

En esta parte construimos un modelo matematico para estudiar el comportamiento
de la corriente ¢ que fluye a travéz de un circuito en serie como el que se muestra en

la figura 2.4:

R

AWW—

O,

00000 /

Figura 2.4: Circuito en serie

En la Figura 2.4 se utiliza la siguiente simbologia:

—O—— E Para la fuerza electromotriz (pila o generador) de voltaje E
—“WW— R Para un resistor de resistencia R

00000~ L Para un inductor de inductancia L
—l I— c Para un capacitor de capacitancia C
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Recordamos que la caida de voltaje E, (donde o puede ser el resistor, el capacitor o

el inductor) a través de cada elemento del circuito esta dada por:

1. Er = Ri, donde R es la resistencia del resistor.

1 .
2. Ec = —q, donde C es la capacitancia del capacitor y q es la carga instantanea

C

del capacitor.

3. By = Ld—z, donde L es la inductancia del inductor.

Por la primera ley de Kirchhoff: “La suma algebraica de las caidas de voltage a través
de un circuito cerrado en una direccion especifica es igual a cero.” y puesto de las
caidas de voltaje a través del resistor, capacitor e inductor tienen signo opuesto al

generado por la fuerza electromotriz se tiene que:

1 di
Ri+ — L—=F.
z+0q+ o

Ademés, recordando que la corriente ¢ se define como la derivada de la carga con

respecto al tiempo, la dltima ecuacién se puede escribir como:

d*q dg 1
L— —+—qg=F. 2.
72 + Rdt + c (2.39)

La ecuacion 2.39 es una ecuacion diferencial de segundo orden donde la variable

independiente (incognita) es la carga q.

Para averiguar como es el comportamiento de la corriente i (una vez resuelta la

ecuacion 2.39), tenemos que derivar la carga ¢. Es decir,
dq
i(t) = —.
(t)=—

Flexién de vigas

Consideremos el siguiente problema:

Problema 2.1. Determinar la flexion de una viga rectangular sometida a una carga.

Para hallar la soluciéon al problema 2.1 consideramos las siguientes hipotesis:
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1. Inicialmente la viga es recta y su eje central coincide con el eje X (ver figura

2.5).

2. El eje central de la viga se flexiona debido a la acciéon de una carga (suma de

fuerzas aplicadas a la viga) —ver figura 2.6.

3. Todas las fuerzas que se aplican a la viga estan sobre un mismo plano, el cual

ademés contiene al eje central.

Figura 2.5: Viga horizontal

Figura 2.6: Aplicacion de una carga a una viga

La curva punteada en la figura 2.6 (la deformacion del eje central), llamada curva
elastica, nos indica cuanto se ha deformado la viga. Por lo tanto, se desea obtener la

ecuacién de la curva eléstica.

Sea M (x) el momento flexionante en una secciéon transversal vertical de la viga
en z. En mecanica se demuestra que el momento flexionante en x, debido a todas las
fuerzas exteriores que acttian sobre la viga (ver figura 2.7), esta dado por

_EI

M@) ==
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donde E es el modulo de elasticidad de Young que depende del material y del disenio
de la viga, I es el momento de inercia de la secciéon transversal de la viga en x y R
es el radio de curvatura de la curva eléastica.

Y

Figura 2.7: Momento flexionante en x

L+ )"

y//
viga se dobla solo levemente, y’ del radio de curvatura es tan pequeno que su cuadrado

El radio de curvatura R estés dado por R = . Si asumimos que la

es despreciable con respecto a 1; es decir, para fines practicos, se puede considerar

1
que R = —. Reemplazando este valor en la expresion para M(z) se tiene que:
Y

d2
M(z) = Efd—xz. (2.40)

La ecuacion 2.40 es una ecuacion diferencial completa de segundo orden con

coeficientes constantes que modela la flexiéon de una viga.

2.6 Ejercicios del capitulo 2

1. Hallar la solucién general de las siguientes ecuaciones homogeneas:

d°y d'y d*y d*y dy
1222 +31—2 £ 3122 4 118—2 — 68=Z — 24y = 0.
a) dxd + drt + dxz3 + dz? dz y
Py Py dy
b)) —2 432 4 22 —0.
) 703 +3d$2 + dx—i—Sy 0

d* d> d
c) Y38 Y 9%y,

d? d> d
d) p + 5o ¥ + 3y = 0. Sugerencia: Usar el método de Cardano para
dxz3 dz?  dx

hallar las raices del polinomio caracteristico.
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Py Ly dy 2
2. Hallar la solucién general de la ecuacion —; + 3—= + 3y = xe™®
dx3 dz? dx
2

d
3. Hallar la integral particular de la ecuacion 3—= i + 5_y —2y=Inx.

dx? dx
4. Hallar la soluciéon general, en series de potencial alrededor del punto xy = 1, de
d’y dy
1 — 4+ —=+2 0.
aecuamonxd 2+d + 2y =

5. Hallar dos soluciones (en series de potencias) linealmente independientes,

d? 1\ d
alrededor de zy = 0, de la ecuacion z? 209 +zx(z+ = el +xy = 0.
dx? 2 ) dx

Los siguientes ejercicios se han tomado de O’Neil [OP]

6. Una pesa de 16 libras queda suspendida de un resorte, alargéndolo 6 pulgadas.
La pesa es jalada otras 3 pulgadas abajo de esta posicion de equilibrio y liberada.
En este instante, se aplica al sistema una fuerza igual a }lcos(6t). Calcule y
trace una grafica de la funcién de desplazamiento, suponiendo que no hay

amortiguamiento.

7. Calcule el movimiento de la pesa del problema 6 si hay una fuerza de

amortiguamiento de 8v libras, donde v es la velocidad de la pesa.

En cada uno de los siguientes ejercicios obtenga la corriente i(t) en el circuito RLC
que se muestra a continuacion, con los valores de R, L y C' y suponiendo que una

corriente inicial y carga del capacitor iguales a cero.

R

8. R =400 ohms, L = 0.12 henry, C' = 0.004 farad, E(t) = 120sen(20t) volts.
9. R =200 ohms, L = 0.1 henry, C' = 0.006 farad, E(t) = te™* volts.
10. R = 450 ohms, L = 0.95 henry, C' = 0.007 farad, E(t) = e * volts.

11. R =150 ohms, L = 0.2 henry, C' = 0.05 farad, E(t) =1 — e~ volts.
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Capitulo 3

Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

En el capitulo 1 y el capitulo 2, estudiamos algunos fenémenos que se pueden
expresar por medio de una sola cantidad (ver seccion 1.1 y seccion 2.5). Por ejemplo,
la poblacion P(t) se expresa por medio de una sola cantidad. Ademas, vimos que
para estudiar la razén de cambio de esta poblaciéon necesitamos tnicamente algunos

supuestos sobre la misma poblacion.

Para fend6menos mas complejos, necesitamos més de una cantidad para estudiar
su razéon de cambio. Por ejemplo, para estudiar la razén de cambio de una poblacion
de zorros necesitamos saber cual es el tamano de la poblacion de presas (por ejemplo,

cual es la poblacion de conejos) y la disponibilidad de alimento.

Por un lado, el estudio de los fenémenos cuya razéon de cambio depende de una
sola cantidad nos condujo a la idea de ecuacion diferencial ordinaria de n-ésimo orden
(donde n > 1). Por otro lado, el estudio de fendmenos cuya razén de cambio depende
de méas de una cantidad nos llevara a la idea de sistema de ecuaciones diferenciales.

El siguiente ejemplo nos ilustra un fenémeno de este dltimo tipo.

Consideremos un ecosistema donde coexisten dos especies con la peculiaridad de
que una especie se come a la otra. Es decir, una especie es la depredadora y la otra

especie es la presa.

Las hipotesis que vamos a considerar para construir nuestro modelo son las

siguientes:

1. Si no hay depredadores, entonces la poblacién de presas crece a una tasa
proporcional a su poblaciéon y, ademas esta poblacion no esta afectada por la

sobrepoblacion.

2. La tasa a la que las presas son devoradas es proporcional a la tasa a la que los

depredadores y las presas interactian.

3. Sin la presencia de presas, la poblacion de depredadores disminuye a una razén
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proporcional a ella misma.

4. La tasa de nacimientos de depredadores es proporcional al nimero de presas
devoradas que, por la hipotesis 2, es proporcional a la razon a la que las presas

y los depredadores interactian.

Para la formulacion del modelo matemético utilizamos las siguientes variables y

constantes:

D es la poblacion de depredadores al tiempo t.

P es la poblacion de presas al instante t.
es el coeficiente de la razon de crecimiento de las presas.
es el coeficiente de la razon de muerte de los depredadores.

v es el coeficiente de proporcionalidad de las interacciones entre el
depredador y la presa (en las que la presa es devorada).

0 es la constante de proporcionalidad del beneficio de la poblacion

de depredadores por una presa devorada.

Suponemos que los coeficientes «, 3,7 v § son todos positivos. Desde la hipotesis
1 concluimos que la variacién de la poblacién de presas contiene al término aP.
Desde la hipotesis 3, la poblacion de depredadores contiene al término —3D donde,

el signo negativo indica que la poblacion decrece.

Ahora debemos hallar un término que exprese la hipotesis 2, es decir, un término
que crezca si D o P aumentan pero, que se anule cuando D =0 o P = 0. La forma
més facil de expresar estas ideas es elegir DP como la expresion para indicar la
interaccion entre los depredadores y las presas. Luego la variacion de la poblacion de
presas esté afectada por el término —yDP. De la misma manera la variacion de la

poblacién de depredadores es afectada por el término 6 DP.

Con estas consideraciones, se tiene que: el modelo matemaético (sin resolver) para

describir la dindamica depredador-presa esta dado por

dpP

Y _aP-—~DP
a T
dD

—~ — _BD+4DP.
a P

126



Leonidas Cerda y Janneth Morocho

Este conjunto formado por dos ecuaciones diferenciales es un ejemplo de lo que se
conoce como sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Mas especificamente, se

tiene la siguiente definicion:

Definicion 3.1. Se llama sistema de ecuaciones diferenciales a cualquier
conjunto de dos o mds ecuaciones en el cual aparezcan las deriwadas de una o
mds variables independientes, las incognitas de la ecuacion, respecto a una o mds

variables dependientes.

Son ejemplos de sistemas de ecuaciones diferenciales los siguientes:

(d
Y _srvg.
1 dx
dg
lar =9
9. ot Ox? ’
o O
\0t2 893'2_ '

El sistema de ecuaciones diferenciales se denomina sistema ordinario cuando
todas las derivadas que aparecen en el sistema son derivadas ordinarias (el sistema
1 es un ejemplo de sistema ordinario); en caso contrario, el sistema se denomina

sistema parcial (el sistema 2 es un ejemplo de sistema parcial).

Observacion 3.1. En este texto tratamos unicamente sistemas ordinarios y cada
vez que mencionemos sistema de ecuaciones diferenciales entenderemos que se trata

de un sistema ordinario.

El objetivo de este capitulo es estudiar sistemas de ecuaciones diferenciales para

los que se conoce métodos analiticos de solucion.

3.1 Generalidades sobre los sistemas lineales

Una primera clasificacion que se hace a los sistemas de ecuaciones diferenciales es en

sistemas de ecuaciones diferenciales lineales y sistemas de ecuaciones diferenciales no
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lineales. La siguiente definicién establece con toda precision lo que se entiende por

sistema de ecuaciones diferenciales lineales.

Definicion 3.2. Se llama sistema de ecuaciones diferenciales lineales al siguiente

conjunto de ecuaciones

(M d xl hz N2 U N B
Zalz Zalz’(t) di +...+Zau(t>W = f1(t)
=0 =
May i Moz i Mz,
d'xy d'xy n o d' Ty

1=0 1= =0

Mml Mm2 ) an

D ahit) G+ DGt D a0 G = )

— mi dtrL ml dtl mi dtl
\ =

Observacion 3.2. Para simplificar el lenguaje diremos sistema lineal en vez de

sistema de ecuaciones diferenciales lineales.

En el caso particular de M;; = 1 para todo 1 <7 <m, 1 < j <mn, el sistema se
llama lineal de primer orden. De esta forma, en un sistema lineal de primer orden,
cada ecuacion contiene a lo méaximo la primera derivada (la derivada de orden cero,
cuando ¢ = 0, corresponde a la misma funcion). Luego, un sistema lineal de primer

orden se puede escribir como

( dzq dxs dz, - B
an (t)—— 0t + ara(t)—- 7 +...+ aln(t)% + ;bli(t)xi = fi(t)
dQTl dl’g
) as (t )E + ag(t)— o + . ag(t me 2(1) (3.1)
dxq dxg dz, u B
aml(t)ﬁ + ama(t)—- o T amn@)ﬂ + ; bmi ()i = fm(t)

Cuando m = n, el sistema 3.1 tiene igual ntimero de ecuaciones y de incognitas y

podemos llamarlo cuadrado’. Este texto trata tinicamente sistemas cuadrados y cada

'La denominacién no es estandar; sin embargo, nosotros utilizamos este nombre para que guarde

relaciéon con los sistemas algebraicos.
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vez que mencionemos sistema de ecuaciones diferenciales entenderemos que se trata

de un sistema cuadrado.
Ahora clasificamos el sistemas 3.1.
1. El sistema se llama homogéneo cuando f;(t) = 0 para todo 1 <7 < m.

2. El sistema se llama con coeficientes constantes cuando a;j(x) y b;;(t) son

funciones constantes para todo 1 <i<m, 1 <j <n.

3. El sistema se dice que es un sistema con coeficientes variables cuando alguna
funcion a;;(z) o b;;(t) no es una funciéon constante para algin 1 < i < m,

1<j<n

Por ejemplo, el sistema

2% — 3% =z—1
j—z + sen x(ji—i =0,
es un sistema con coeficientes variables no homogéneo. Mientras, el sistema
xQZ—f — 3% =0
Z—Zj + sen xcji—zz =0,

es un sistema con coeficientes variables homogéneo.

Definicion 3.3. Se llama solucion del sistema 3.1 en el intervalo I a cualquier
vector x‘(t—g = (21(t),2a(t), ..., z,(t)) tal que las funciones z;(t) y sus derivadas estdin
definidas en el intervalo I, para todo 1 < i < n, y las funciones x;(t) satisfacen el

sistema en el intervalo 1.

Ejemplo 3.1. Comprobar que el vector :v‘(t_s = (cos 2t,sen 2t) es solucion del sistema

dx

= —_9
dt y
dy

- _9

a - n

en el intervalo I = R.
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Solucioén. Las funciones definidas por z(t) = cos 2t, y(t) = sen 2t estan definidas en
d d

todo t real. Ademas d—f = —2sen 2t = —2y, d—‘z = 2 cos 2t = 2x. Luego, las funciones

x,y satisfacen el sistema.

Definiciéon 3.4. Se dice que un sistema de ecuaciones diferenciales es normal cuando

tiene la forma (o se puede reducir a esta forma)

.
dx
d—tl = ay (t)7; + ara(t) s + ...+ apuw, (t) + b (t)
dl’g
E = agl(t).%'l + CLQQ(t).TQ + ...+ a2n$n(t) + bz(t)
dx,,

| = ()21 4 an2(t)xe + . .. + Appxn(t) + b1 ().

Un sistema normal es importante por su conecciéon con las ecuaciones de orden

superior. En efecto, consideremos la ecuaciéon de n-ésimo orden

d & d
ao)z +ar(t) s pat) ity 42T

dt dt2 g~ ) (32)

Realicemos las siguientes sustituciones:

dx dx A2z A1z

T T = g = g Il T e T T gt

De esta manera conseguimos la siguiente cadena de derivadas:

dr  dr d*x _dx d" 1z _dxn,y d'r  dz,

dt — dt 2 dt T vt 4t dtr dt

Asi, podemos considerar el siguiente sistema normal

( dZL'l
—_— x
at
dl’Q
— =7
at
dxn—l
= ‘CETL
dt
dx,
\ﬁ = bn — ao(t)l‘l — a1<t)$2 — ... an_l(t)xn,
cuya solucion :Rt_g = (z1(t), xo(t), ..., x,(t)) es claramente solucion de la ecuacion

diferencial de n-ésimo orden 3.2.
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3.2 El operador diferencial

En esta seccién estudiamos un método de resoluciéon de sistemas de ecuaciones
diferenciales con coeficientes constantes. Este método depende fuertemente del uso

del operador diferencial que introducimos en la siguiente definicion:

Definicion 3.5. Se llama operador diferencial D a la funcion definida como la

operacion de dertvacion.

A partir de la definicon 3.5 se tiene que el campo de aplicacion del operador
diferencial D es el conjunto de todas las funciones = que admiten primera derivada

(sobre algtn intervalo I).

Por ejemplo, D aplicado a la funcion sen x es la funcién cos x, es decir,

D(senzx) = @ = cos .
T

Observacion 3.3. Por recursion se puede definir el operador D™. En efecto, se tiene
que

D™ = D(D" ™).

n

A partir de la definicion del operador D™ se tiene que D"(f) = o siempre que
x

f sea una funcion que admite derivada hasta el orden n. Ademés, admitimos que
D°(f)=f.
Al operador diferencial D™ se llama operador diferencial de orden n u operador

diferencial de n-ésimo orden.

Sea €2 el conjunto de todos los operadores diferenciales. Se define en 2 las
operaciones suma y producto por escalar. En efecto, sean Dy, D, dos operadores
diferenciales y A un ntmero real. La suma D; + Dy y el producto por escalar AD; se

definen de la siguiente manera:

L. (D1 + Do)(f) = Di(f) + Da(f).

2. ()\Dl)(f) = /\Dl(f)'
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A partir de las operaciones suma y producto por escalar se define el siguiente

operador diferencial.

Definicion 3.6. Se llama operador diferencial lineal de orden n con coeficientes

constantes al siguiente operador:
L: =ay+a;D+aD*+...4+a,D", (3.3)

donde a; € R para todo i € {0,1,...,n}.

Es inmediato, a partir de la Definicién 3.6, que el operador diferencial lineal de

orden n es un operador lineal, es decir, L(af + Bg) = aL(f) + BL(g).

Definicion 3.7. Sea I un intervalo abierto, n un niumero natural. Denotamos por
C™(I) al conjunto de todas las funciones f tales que f y todas sus derivadas de orden

hasta n son continuas en I.

En la Definicion 3.7 se entiende que C°(1) es el conjunto de todas las funciones
continuas en I y C°(I) es el conjunto de todas las funciones infinitamente derivables

con continuidad.

Observacion 3.4. Por definicion, L es una funcion con dominio C™(I) y recorrido

co(1).

Sean L1 y Lo los operadores diferenciales dados por
L1 =ag+ alD ,

L2 == le

Se tiene que

(L1o La)(f) = Li(La2(f))
= Li(biD(f))

_ df
(o)

o df df

= CLObl d + CL1D (b1 da})
d2

= agblﬁ + albld—x‘é

= (Cbgle + a1b1D2)(f).
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Se puede comprobar facilmente que Ly o Ly = Ly o L.

Las operaciones realizadas arriba nos muestran que para hallar L; o Ly podemos
multiplicar L; con Ly como si fueran polinomios. En realidad se puede demostrar el

siguiente teorema.

Teorema 3.1. Sean L1 =ag+a1D+...+a,D", Ly =by+b:D + ...+ b, D™ dos
operadores diferenciales lineales. La composicion del operador Ly con el operador Lo

estd dada por

Ll @) LQ = i iaibjDHj.

j=0 i=0
Observacion 3.5. El teorema 3.1 nos dice que la composicion entre operadores

tiene el mismo comportamiento que la multiplicacion entre polinomios, luego podemos

escribir Ly Lo en lugar de Ly o Ls.

La analogia que existe entre la composiciéon de operadores diferenciales lineales
con coeficientes constantes y la multiplicaciéon de polinomios nos permite factorar un

operador diferencial. En efecto, el operador 3.3 se puede factorar como
L=a,(D—r)(D—ry)...(D—ry,),
donde r; para 1 < i < n son las raices del polinomio ag + a7 + asr® + ... + a,r™.

En la practica, cuando existen raices complejas, digamos r; y 75, se las combina

(multiplica) para formar un polinomio de segundo grado irreducible.
Un método operacional para resolver sistemas lineales

En esta parte, explicamos como aplicar la nocién de operador diferencial a la
resolucion de sistemas lineales de ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes.
Nos limitamos a explicar el método, que ciertamente funciona, abandonando

completamente el sustento tebrico del mismo.

Consideremos el sistema

%+%—2x—4y:et,

(3.4)
de  dy _ At
@ Taw YT
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Utilizando el operador diferencial lineal, el sistema 3.4 lo podemos escribir como
(D= 2)(x) + (D —4)(y) = ¢,
(3.5)
D(z) + (D —1)(y) = e*.

Trabajamos ahora en el sistema 3.5. Multiplicando por D la primera ecuacion y

por D — 2 la segunda ecuacion, obtenemos el sistema

D(D = 2)(z) + D(D = 4)(y) = D(e"),

D(D =2)(x) + (D = 1)(D = 2)(y) = (D = 2)(e").

Restamos la primera ecuacién con la segunda para obtener (—D—2)(y) = e —2e

la cual representa la ecuacion diferencial

d
d—i + 2y = 2¢e* — ¢t (3.6)

La ecuacion 3.6 es una ecuacion diferencial lineal de primer orden cuya solucion
1 1
es Yy = §e4t — get + kie™? (ver seccion 1.4, pag. 52) donde k; es una constante

arbitraria.

Ahora multiplicando por D — 1 la primera ecuacién y por D — 4 la segunda

ecuacion obtenemos el sistema

(D =1)(D =2)(x) + (D= 1)(D = 4)(y) = (D —1)(e"),

D(D —4)(z) + (D = 1)(D = 4)(y) = (D — 4)(e").

Restamos la primera ecuacion de la segunda para obtener (D + 2)(z) = 0, la cual

representa la ecuaciéon diferencial

dx
— 4+ 2x =0. .
dt+ =0 (3.7)

La ecuacion 3.7 es una ecuacion diferencial en variables separables cuya solucion

es x = kge ! (ver seccion 1.2, pag. 34) donde ko es una constante arbitraria.

A este punto podemos verificar que las funciones z, y halladas con este
procedimiento atn no satisfacen el sistema 3.4 pero, esta inperfeccién se debe a que

estas funciones contiene demasiadas constantes arbitrarias.
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Para averiguar cuantas constantes arbitrarias deben contener las soluciones del

sistema calculamos el determinante

D-2 D4
D D-1

Realizando el calculo del determinante se tiene que A = D + 2. Resulta que
A es un operador diferencial de primer orden. Luego debe existir inicamente una

constante arbitraria en las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales.

Para hallar la tnica constante arbitraria reemplazamos los valores hallados para

x, y en cada una de las ecuaciones del sistema 3.4.

Desde la primera ecuacion, obtenemos (realizar los céalculos)

6k + 4ks = 0. (3.8)

A partir de la segunda ecuacion obtenemos la ecuacion (realizar los calculos)

3k + 2ky = 0. (3.9)

Las ecuaciones 3.8 y 3.9 constituyen un sistema de ecuaciones en las incognitas
k1, ko. Ademés, la matriz de coeficientes tiene rango 1, luego el sistema tiene infinitas
soluciones, en particular una de las incognitas se puede expresar en términos de la

otra.

3
Desde la ecuacion 3.9 (o desde la ecuacion 3.8) se tiene que ky = —§k‘1. Asi, las

soluciones del sistema 3.4 estan dadas por

3 1 1
T = —§kle_t, Y= §e4t — get + ke

Ejemplo 3.2. Hallar la solucion general del siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales lineales:

de dy

o Loy =
dt+dt+ Yy = sent,
de dy
aJr%—x—y_O.
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Solucidon. Escribimos el sistema utilizando el operador diferencial.
D(x)+ (D + 2)(y) = sent,
(D —1)(z) + (D —1)(y) = 0.

Multiplicamos la primera ecuacion por D—1 y la segunda ecuaciéon por D+2,; luego
restamos la primera ecuacion de la segunda y obtenemos (—2D+2)(x) = cos x —sen z.

Claramente, esta expresion representa la ecuaciéon de primer orden lineal

dx senx — Cos

- = 1
o T 5 (3.10)

Ahora multiplicamos por D — 1 la primera ecuaciéon y por D la segunda ecuacion.
Restando la primera ecuacion de la segunda se obtiene (2D — 2)(y) = cosx — sen z,

esta expresion representa la ecuacion lineal de primer orden

dy COST — senx
— —y=— 3.11
o Y 5 (3.11)
t ket t kel
Las ecuaciones 3.10 y 3.11 tienen soluciéon =z = —% + 176, Y= % 276

respectivamente. Nos falta saber cuantas constantes arbitrarias tienen las soluciones
(por el momento aparecen las constantes arbitrarias k; y ko). Con el proposito
de averiguarlo calculamos el determinante cuya primera fila esta formada por los
operadores diferenciales de la primera ecuaciéon y cuya segunda fila estd formada por

los operadores de la segunda ecuacion. Es decir, calculamos el determinante

D D42
A= = 2D +2.
D-1 D-1

Puesto que este es un operador de orden 1, las soluciones deben tener una sola
constante arbitraria (esto significa que las soluciones deben compartir la misma
constante arbitraria). Para obtener los valores de k, ks reemplazamos las ecuaciones

de x, y en el sistema.

Desde la primera ecuacion del sistema se obtiene la ecuacion ki + ky = 0.
La segunda ecuaciéon no da ninguna informaciéon sobre los valores de k; y ko

(reemplazando se tiene 0 = 0, que es una verdad absoluta pero, no da informacion

136



Leonidas Cerda y Janneth Morocho

sobre ky y k). Luego se tiene que ky = —k;. Finalmente, reemplazamos el valor de
ko en las ecuaciones que obtuvimos para z, y.

sent ket sent ket

r=——— = —_— — —

2 T YT 9

Ejercicios

Los siguientes ejercicios han sido tomados de Ross [RS].

Utilizar el método operacional para hallar la solucién general en cada uno de los

sistemas siguiente:

N Z—f+%—2x—4y:et,
d d
, d—f+d—@;— o,
dr dy ‘
3. a a0
\%+%+2x+y:6t'
. ’Cfl—f+%+2y:sent,
d d
§ 2d—f—|—d—i—x—y—1,

3.3 Meétodo matricial para sistemas normales

homogéneos con coeficientes constantes

En esta seccion, explicamos como utilizar matrices para resolver un sistema normal
homogéneo con coeficientes constantes (ver definicion 3.4, pag. 130). Es decir, sistemas

normales para los cuales las funciones b; son nulas para todo 1 <17 < n.
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Suponemos que el lector tiene conocimiento de la teoria béasica de matrices. Sin

embargo, comenzamos esta seccion recordando algunos conceptos y resultados bésicos

sobre matrices.

Conceptos basicos de la teoria de matrcices

Se llama matriz de orden n X m a cualquier arreglo de n filas con m columnas?. Para

una matriz A de orden n x m, utilizamos la siguiente representacion:

a1 Qa2 ... Qi

21 929 ce Qon
A=

Am1 Gm2 .. Gmnp

Los nameros reales (o funciones reales) a;; se llaman entradas de la matriz donde,

el subindice ¢ indica la fila y el subindice j indica la columna, luego 1 < 7 < n,

I<j<m.

Es costumbre denotar a la matriz A simplemente con A = (a@;;)mxn 0 con A = (a;;)

cuando esté claro cual es el orden de la matriz.

Clases especiales de matrices son las llamadas matrices cuadradas, la matriz

traspuesta de una matriz dada y las matrices columna cuyas definiciones son como

sigue:

Definicion 3.8. 1. Se dice que una matriz A es cuadrada cuando m = n. FEs

decir, una matriz de la forma

a1 a12 e A1n

921 929 Ce Qon
A=

(075} Ap2 Ce Apn,

2. Sea A = (Gij)mxn una matriz. Se llama matriz traspuesta de A a la matriz

2 Aunque esta nociéon de matriz es correcta, es demasiado general para nuestros propoésitos. En

este texto, las filas y columnas de una matriz estan formadas tinicamente por ntimeros reales o

funciones reales.
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AT = (a;i)nxm- Es decir, a la matriz que se obtiene de A cambiando sus filas

por sus columnas.

3. Se dice que una matriz B es una matriz columna cuando n = 1. Es decir, una

matriz de la forma

a1

21

Qm1

Ademas de las matrices definidas anteriormente se puede mencionar a la matriz
identidad y a la matriz nula. La matriz cuadrada I = (a;;) se dice matriz identidad
si a;; = 1 cuando ¢ = j y a;; = 0 en otro caso. Se llama matriz nula a la matriz cuyas

entradas son todas iguales a cero.

Observacion 3.6. Una matriz columna de orden m x 1 se llama vector de orden m

o simplemente vector cuando no haya ambigiiedad sobre el orden de este vector.
Definicién 3.9. Sea A = (a;;) una matriz de orden m x n. Se dice que la matiz

A es constante si a;; € R para todo 1 <17 <m, 1 <j <n. Sila matriz A no es

constante se dice que es una matriz funcion.

Son ejemplos de matrices las siguientes:

1 -4 3 2 t—1 —t?+5 sent+7 Int
A=| -5 0 7 =31, ¢t)= t2 t—2 tant  sect
1
1 0 -3 10 1—-t 2+t-1 ; t

A es una matriz constante y o(t) es una matriz funcion.

Observacion 3.7. Sean ¢(t) una matriz funcion, ¢ € R. Se definen las matrices
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do(t t
fli_)’ matriz derivada de ¢(t), y / o(u)du, matriz integral de (t), como sigue:

en(t)  halt) o ()
dot) | h®) el . )
dt o . . . ’

) Gl o Pl |

/ct o1 (u)du /Ct oro(w)du ... /ct o1n(1)du
/ctSO(U)du = /Ct o1 (u)du /ct woo(u)du ... /Ct Pan(u)du

_/ctwm'l(U)du /thm;(U)du /Ctsom;l(U)du

Sea M el conjunto de todas las matrices, se define las siguientes operaciones en

M:

1. Suma de matrices. Sean A = (a;;) y B = (b;;) dos matrices del mismo orden.

La suma de A con B se define como
A —|— B = (aij —I— bU)

2. Producto de una matriz con un ntmero real. Sea A = (a;;) una matriz y A un

numero real. El producto de A con A se define como

AN = (/\aij) .

3. Producto de matrices. Sean A = (a;;) y B = (b;;) dos matrices de orden m x n

y n X p respectivamente. El producto de A con B se define como
n
AB = (Cij>m><p; donde Cij = Zaikbkj.
k=1

Definiciéon 3.10. Sea A una matriz cuadrada de orden n. Se dice que A es invertible

si existe una matriz B tal que AB = BA = 1.
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Naturalmente la matriz B de la definicién 3.10 tiene que ser del mismo orden

que la matriz A. Ademas, la matriz B se la llama matriz inversa de A y se la denota

con A~%
1 —
Por ejemplo, la matriz A = tiene matriz inversa
5 0
e 0 1/5
—-1/4 1/20
) sent  cost ) o
y la matriz p(t) = tiene matriz inversa
cost —sent
. sent  cost
(1) =

cost —sent

Observacion 3.8. Cuando A es una matriz funcion, el concepto de matriz inversa
de A estd supeditado a un intervalo I. Es decir, se habla de la matriz inversa de A
en el intervalo I. Si no existe confucion, se dird simplemente matriz inversa aun en

el caso de una matriz funcion.

Ahora exponemos un método para hallar la matriz inversa de una matriz A.

Antes necesitamos dar las siguientes definiciones:

Definicion 3.11. Sea A = (aij)nxn, M;j es la matriz de orden (n—1) x (n—1) que
se obtiene de la matriz A eliminando la i-ésima fila y la j-ésima columna de A. El
determinante de la matriz A, denotado como det A, se define recursivamente como

Stque:

e Sin =1, entonces det A = aq1,

e Sin > 2, entonces det A = Z(—l)iﬂazj det M;;, donde el subindice i es
j=1
arbitrario pero permanece fijo en todo el cdlculo.

. . . air a2
Ejemplo 3.3. Calcular el determinante de la matriz A =

Q21 A22
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Solucién. Para realizar el célculo del determinante de A fijemos la primera fila3. Es

decir mantenemos fijo el valor de i = 1. Se tiene que My; = [ags], Mi2 = [az1]. Luego
2
det A = Z(—1)1+ja1j det Mlj
j=1

= (=1)"*tayy det My + (—1)"2ao My
= a11G22 — A12G21.-

El ejemplo anterior muestra la forma clasica de calcular el determinante de una

matriz cuadrada de orden 2.

Observacion 3.9. En realidad, el determinante es una funcion cuyo dominio es
el conjunto de todas las matrices cuadradas y cuyo recorrido es el conjunto de los
numeros reales. Es decir, st M. denota el conjunto de todas las matrices cuadradas,

entonces el determinante es la funcion definida como:

det: M. - R
A+ det A,

donde det A es como en la definicion 3.11.

Definicion 3.12. Sea A una matriz cuadrada de orden n, a;; el elemento de la

i-ésima fila y la j-ésima columna de A.

1. El menor de a;;, denotado my;, es el determinante de la matriz M;; (ver

definicion 3.11).
2. El cofactor ¢;; de a;; estd definido como c;; = (—1)"my;.

3. La matriz de los cofactores de los elementos de A, denotada cof A, estd definida

como la matriz que se obtiene de A reemplazando los elementos a;; por c;; para

1<i,j<n.
2 1 -1
Ejemplo 3.4. Sea A = 4 3 —2 |, hallar cof A.
-6 2 5

3Se deja como ejercicio comprobar que: fijando la segunda fila, se obtiene el mismo resultado.
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Solucién. Primero realizamos el calculo del cofactor de aqq:

11 = (—1)2m11

—2
= det
2 5
=19.
De la misma manera vemos que (realizar los célculos) ¢j5 = —8, ¢13 = 26, co1 — 7,
Co2 — 4, Co3 — —10, C31 — 1, C39 — 0, C33 — 2. Luego
19 -8 26
cof A= -7 4 =10
1 0 2

Definicion 3.13. Sea A una matriz cuadrada, cof A la matriz de los cofactores de

A. Se llama matriz adjunta de A a la siguiente matriz:

Adj A = (cof A)T

El siguiente teorema nos proporciona una condicién necesaria y suficiente para la
existencia de la inversa de una matriz. Ademas, nos dice como calcular la inversa de

una matriz (cuando existe).

Teorema 3.2. Sea A una matriz cuadrada. Si det A # 0, entonces existe la inversa

de A. Ademds, la matriz inversa de A estd dada por

1
A= —— Adj A.
det A
3 =2
Ejemplo 3.5. Calcular (si existe) la matriz inversa de A =
2 5

Solucién. Primero veamos si tiene sentido calcular A~!. Como det A = 19, existe
la matriz inversa de A. Para hallar A~! primero calculemos los cofactores de A:

c11 =D, c19 = —2, ¢o1 = 2, coo = 3. Con estos valores se tiene que la matriz de los
—2

cofactores de A es la matriz cof A = . Luego, la matriz adjunta de A es

2 3
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AdjA = . Finalmente calculamos la matriz inversa
-2 3
-1 _ 1
det A
1 5 2
]

Adj A

5/19  2/19
—2/19 3/19

Valores y vectores propios

Sea A una matriz constante de orden n. Cosideremos la ecuacién
Az = Az, (3.12)

donde A es un numero real y x es un vector (la incognita).

Es trivial ver que el vector nulo es solucion de la ecuaciéon 3.12. Estamos

interesados en dar solucién al siguiente problema:

Problema 3.1. Dada una matriz constante A y un nimero real \. Hallar una

solucidon no trivial de la ecuacion Az = \x.

Por ejemplo, el vector

6 —3
es una solucion (no trivial) de la ecuacion 3.12 para A = yA=4.
2 1

Antes de resolver el problema 3.1 necesitamos dar la siguiente definicion:

Definicion 3.14. Un valor propio (o eigenvalor) de una matriz A es un nimero A

para el cual la ecuacion Ax = \x tiene solucion x no trivial.

Sea A un valor propio de la matriz A. La solucién no nula x de la ecuaciéon

Az = Az se llama vector propio (o eigenvector) asociado a A. Por ejemplo, el vector
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-3
xr = es un vector propio asociado a A = 4 ya que este valor de \ es un valor
2
) ) 6 —3
propio de la matriz A =
2 1

Observacion 3.10. La definicion 3.14 toma en cuenta matrices de orden m X n.

Sin embargo, en este texto solamente consideramos matrices cuadradas.

Para hallar los valores propios de una matriz A se procede de la siguiente manera:
sea A¢ un valor propio de la matriz A, luego existe un vector no nulo zy tal que la
igualdad Azg = Aoxg = Aolxy (donde I es la matriz identidad) se satisface. Luego
(A — XoI)zy = 0. Por tanto, el sistema lineal (A — Al)z = 0 tiene al menos dos
soluciones, a saber: la solucion trivial y la solucion no nula zq, luego det(A — AI) = 0.
Puesto que det(A — AI) representa un polinomio de grado n (el orden de la matriz
A), denotado por p4, se tiene que: los valores propios de la matriz A son todos y

solamente las soluciones de la ecuacion algebraica psq = 0.

Observacion 3.11. Puesto que pa es un polinomio de grado n se tiene que: una

matriz de orden n tiene exactamente n valores propios.

Para hallar los vectores propios asociados al valor propio A se tienen que calcular
las soluciones no nulas del sistema lineal (A — AI)x = 0. Notamos que existen infinitos

vectores propios asociados a un tnico valor propio .

Ejemplo 3.6. Hallar los valores y vectores propios de la matriz A =

Solucién. Primero vemos cual es el polinomio p4:

pPaA = det(A — )\I)

1—X 2
= det
2 1—)\
=(1-)?—4
=)\ —-2)\—3.

145



INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Ahora calculamos las raices del polinomio py, es decir, calculamos las soluciones
de la ecuacion A2 — 2\ — 3 = 0. Realizando los célculos tenemos \; = 3, Ay = —1,
como los valores propios de la matriz A son las soluciones de la ecuacion py = 0

tenemos que los valores propios de la matriz A son 3 y —1.

Calculamos los vectores propios asociados al valor propio A\; = 3. Para hacer
lara 1 icion, denot 1 vect = T L t i
clara la exposicion, denotamos al vector x por x = (x1,23)" . Los vectores propios
son las soluciones no triviales del sistema lineal (A — 31)z = 0. Es decir, los vectores

propios asociados al valor propio A\; = 3 son las soluciones no nulas del sistema

—21’1 + 2.73'2 =0

2%1 - 2.172 = 0.

Puesto que las ecuaciones del sistema anterior son similares* se tiene que el valor
de una incognita depende de la otra. En efecto, tenemos que z1 = x5. Luego los
vectores propios asociados al valor propio A; = 3 tienen la forma x = (a,a) donde

a € R\ {0}.
De la misma forma (realizar los calculos) se tiene que los vectores propios asociados
al valor propio Ay = —1 tienen la forma z = (a, —a) donde a € R\ {0}.

El método matricial

Ahora presentamos una técnica para hallar las soluciones de un sistema normal de
ecuaciones diferenciales (ver definicion 3.4, pag. 130) que ademas es homogéneo y

tiene los coeficientes constantes. Es decir, sistemas de la forma

( dJTl
o T o + a1 + ...+ a1,2,(t)
(> + +ot (t)
— = Q91T + A2 et aopxy,
dt 2141 2242 2 (313)
o _ + +...+ (t)
W7 = Anp1T1 Ap2X9 . ApnTy, .

4Dos ecuaciones se dicen similares si y solo si tienen las mismas soluciones. Luego, una ecuacion

se obtiene de la otra multilicAndola por un ntumero real diferente de cero.
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Observamos que: si escribimos

a1; G2 ... Qip

921 929 e Qon,

An1 (07%) e QApn

entonces el sistema 3.13 se puede escribir como

dig — AT (3.14)

La ecuacion 3.14 se llama ecuacion diferencial vectorial asociada al sistema 3.13.

Observacion 3.12. Se puede demostrar que: si o1, Y2, ..., Pm son vectores solucion
linealmente independientes (ver definicion 2.3 del capitulo 2, pag. 66) de la ecuacion

3.14, entonces a1p1 + ... + Qo también es solucion de la ecuacion 3.14.

La siguiente definicion es una generalizacion de la definicién 2.4 del capitulo 2

(ver pag. 68).

Definicién 3.15. Sean @1, @2, ..., ¢, vectores solucion de la ecuacion diferencial
vectorial 3.14 en el intervalo I (ver definicion 3.3). El conjunto {¢1, 2, ..., pn} se
llama conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion 3.14 en el intervalo I si
y solo st p1,Qa, ..., 0, son vectores linealmente independientes en el intervalo I y

cualquier solucion de la ecuacion diferencial vectorial se puede expresar de la forma

C1p1 + Copa + ...+ Cron,

donde cy,ca, ..., c, son constantes arbitrarias. Ademds, la suma anterior se llama

solucion general de la ecuacion diferencial 3.14 en el intervalo 1.

Se puede demostrar que el conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion
3.14 tiene cardinalidad n. Luego, para hallar la solucién general, es suficiente con

encontrar un conjunto de n soluciones linealmente independientes.

Ahora ya estamos en condiciones de enunciar el resultado principal de esta

seccion.
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Teorema 3.3. Consideremos la ecuacion diferencial vectorial

d% — A7, (3.15)

dt
ajp G2 ... Qip
a a ... Qop
donde A= | 12 G = (0, 2a(0), (0]
an1  Gp2 ... dpp

Si X es un valor propio de la matriz A, entonces el vector ae™, donde o es
un vector propio asociado al valor propio X\, es solucion de la ecuacion diferencial

vectorial.

En la literatura matematica se puede hallar el siguiente resultado referente a la
teoria de los valores propios de una matriz y sus correspondientes vectores propios

asociados:

Teorema 3.4 (Valores propios diferentes). Sean A1, Ay valores propios de la matriz
A con vectores propios asociados @1, o respectivamente. St Ay # Ao, entonces o1 Y

w9 son linealmente independientes.

Naturalmente, cuando ; y 9 son vectores linealmente independientes también
los vectores p e* y @ye? son linealmente independientes para todo A € R. Luego se

tiene el siguiente corolario:

Corolario 3.1. Si los valores propios A1, ..., A\, de la matriz A son todos diferentes,

entonces el vector
n

o(t) = g ciaeMt
i=1
es la solucion general de la ecuacion diferencial vectorial 3.15, donde «; son vectores

propios asociados a los valores propios \; y ¢; son constantes arbitrarias.

Ejemplo 3.7. Hallar la solucion general del siguiente sistema:

(dx
_dtl =Tx1 — T9 + 623
d

4 % — 101y + 4zy — 1224
dx

\d_tg = —21'1 + X9 — X3.
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7 -1 6
Solucién. Ponemos A= | —10 4 —12 |. Se tiene que los valores propios de
—2 1 -1

la matriz A son A\; = 2, Ay = 3, \3 = 5 (realizar los calculos). Los vectores propios
asociados a A;. Ay y Az son los vectores oy = (1,—1,—-1)T ap = (1,-2,-1)T y
az = (3,—6,—2)T (recordamos que estos vectores no son tnicos; asi, el lector puede

tener otros vectores propios. Lo importante es que estén calculados de forma correcta).

Por los teoremas 3.3, 3.4 y el coroloario 3.1, la solucion general del sistema es:

3
p(t) =Y cioet
=1

=c1(1, -1, —D)Te* + c5(1, -2, —1)Te* 4 ¢3(3, -6, —2) e
= c1(e®, —e®, —eM)T 4 co(e¥, —263, —3)T + ca(3e, —6e5t, —2¢7)T.
Observamos que otra manera de escribir la solucion general del sistema es:
z1(t) = cre® + cpe® + 3cze™,
To(t) = —cre® — 2cye® — 6eze™,
w3(t) = —ce® — cpe™ — 2cze.
Observacion 3.13. El corolario 3.1 hace referencia a valores propios diferentes de
la matriz A, pero estos pueden ser valores complejos. En tal caso, se tendrd que,
st \j = a + bi es un valor propio de la matriz A para algin 1 < j < n, entonces
)\_j = a — bi también es un valor propio de la matriz A (recordamos que las raices

complejas de un polinomio siempre vienen en pares: una conjugada de la otra).

Para el caso de valores propios complejos se puede demostrar que el vector
solucion de la ecuacion diferencial vectorial, asociado al valor propio A = a + bi, tiene
la forma ¢ (t) = (p1(t), 2(t), ..., @n(t)), donde las componentes de p(t) estan dadas
por

or(t) = e (ci (o cos bt — B senbt) + co(ay sen bt + B cos bt)), (3.16)
para 1 < k <n.

Observacion 3.14. En la ecuacion 3.16 aparecen las constante arbitrarias ci,co y

las constantes ay, By que se tiene que determinar (ver ejemplo 3.8).
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Ejemplo 3.8. Hallar la solucion general del siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales:
Z—;U =3z + 2y
% = =57 +y.
Solucioén. Para este sistema de ecuaciones diferenciales se tiene que A = 35 i

Luego, los valores propios de la matriz A son \; = 2 + 3i, Ay = 2 — 3i (realizar
los calculos). Para hallar las constantes ay, ay y (1, f2 precedemos de la siguiente

manera: suponemos que las soluciones del sistema son de la forma?®:

¢1 (t) = QL€)\1t,
y(t) = BeM,

Derivando y reemplazando en el sistema obtenemos:

AN eMt = 3AeMt 4 2B Mt

B Mt = —5AeMt + Vet

Reemplazando el valor de Aj, las tltimas ecuaciones nos conducen al sistema (en
las incognitas 2, B):
(1-3i)A+2B=0
—5A—-(1+3i)B=0
Se puede verificar facilmente que A = 1 y B = —% — gz son soluciones del
sistema anterior. Sustituyendo los valores de 20 y B en las soluciones v (t), ¥s(t)

tenemos:
¢1 (t) = e(2+3i)t7
3.

Q/JQ(t) _ (_% . 52)6(2+3i)t.

5Estas soluciones son complejas pero, en el transcurso de los célculos, se vera como se generan

las soluciones reales del sistema de ecuaciones diferenciales.
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Usando la féormula de Euler, estas soluciones toman la forma:

Y1 (t) = e*(cos 3t + isen 3t),

1 3 1 3
Po(t) = e* —5 cos 3t + isen?)t +1 (—5 sen 3t — 500531&)] .

Se puede demostrar que las partes real e imaginaria de las soluciones complejas
W1, 19 son también soluciones linealmente independientes del sistema. Luego, la

6

combinacion lineal de estas soluciones también es una solucion del sistema® (ver

observacion 3.12). Asi, las soluciones reales del sistema estan dadas por:

©1(t) = e*(cy cos 3t + ¢y sen 3t),

1 3 1 3
©o(t) = e* [cl (—5 cos 3t + 5 sen 3t> + ¢ (—5 sen 3t — 3 cos 325)} .

1 3
Podemos concluir que a; = 1, aig = —g5 B1 =0, By = ~5

Observacion 3.15. La conclucion del corolario 3.1 nos dice como es la solucion
general de la ecuacion 3.15, todo esto bajo la condicion de que todos los valores
propios (reales y/o complejos) de la matriz A sean diferentes. Cuando los valores
propios tienen multiplicidad no queda garantizado que las n soluciones del sistema
fundamental de soluciones tengan la forma ce™ donde )\ es un valor propio mailtiple

y a es un vector propio asociado a .

Se puede demostrar que: si A es una matriz de orden n y A es un valor propio de
multiplicidad m, donde 1 < m < n, entonces existen p vectores propios asociados al
valor propio A donde 1 < p < m. Nosotros consideramos los dos casos: (1) p=m y
(2) p < m.

En el caso (1), p = m, existem m vectores propios linealmente independientes

At At
yooe

Qq,...,q, asociados al valor propio \; luego, los vectores aje , Qe son

soluciones linealmente independientes de la ecuacion 3.15.

Observacion 3.16. Se puede demostrar que un tipo especial de ecuacion diferencial
vectorial que siempre lleva a este caso (p = m) es aquel en el cual la matriz A es

simétrica, es decir, cuando la matriz A es tal que A = AT

6La combinacién lineal se debe hacer entre las partes real y la imaginaria de cada solucién

compleja.
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Ahora explicamos muy someramente el caso (2), p < m. Para una explicacion
més detallada recomendamos la lectura de un texto méas especializado de ecuaciones

diferenciales. Por ejemplo, Braun [BR, cap. 3|.

Sea A\ un valor propio de la matriz A cuya multiplicidad es m. Si p = 1, entonces
existen m vectores linealmente independientes (que son solucion de la ecuacion
diferencial vectorial 3.15) de la forma ¢ (t) = aye* tal que (A — Al )a; = 0 y para
todo 7 tal que 2 < j < m,

g tm-? At
©;(t) = <a1m+azm+...+aj) e,
tal que (A — A)a;_1 = q.

Observacion 3.17. Para el caso 2 < p < m se procede de manera similar, pero no

se trata en este texto introductorio.

Para finalizar esta seccion, consideramos el siguiente problema:

Problema 3.2. Hallar la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales

o)

5 = AT tal que x(ty) = 75

Notamos que el problema 3.2 tiene la misma estructura que el problema con

condiciones iniciales (o condiciones de frontera) formado por la ecuacion diferencial

dz
dt
z(t) = 20e*) (ver la seccion 1.2 del capitulo 1, especificamente la definicion 1.6 de

= az y la condicién inicial (condicién en la frontera) x(ty) = x¢ cuya solucion es

la pag. 34 y los parrafos que siguen a esta definicon). Luego, por analogia, la solucion

del problema 3.2 tendria que ser el vector R{S definido por la siguiente ecuacion:
2(1) = Telt-104, (3.17)

La ecuacion 3.17 contiene un término de la forma e, donde 2 es una matriz
cuadrada. El término e* se llama exponencial de una matriz y es una funcién que
generaliza la funcién exponencial (real o compleja) usual. Es decir, es una funciéon

que satisface las siguientes propiedades (como minimo):

1. Para todo s,t € C se cumple e @™ = s+,

152



Leonidas Cerda y Janneth Morocho

2. €® =1, donde o es la matriz nula, I es la matriz identidad.

d
3. — (™) = te™.
7 (¢7)
En la literatura matemAjtica se puede hallar la siguiente definicion para la exponencial

de una matriz.

Definicion 3.16 (Exponencial de una matriz). Sea 2 una matriz cuadrada con
entradas complejas, definimos la exponencial de A como la matriz
= A 1 1
A _ A Loz Los
e = k!—[—i-Ql—l—le +3!Ql + ...

k=0

Se puede demostrar que la definicién 3.16 garantiza el cumplimiento de las tres
propiedades exigidas a la exponencial de una matriz. Para el lector interesado en este

tema le recomendamos Klain [KLD]| y Apostol [AT].
Ejercicios

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales:

'dl’l i
— =1 t+tx9—2
dt 1 2 3
d

L. %:2:161—#3%2—4@,,
d
\%:4I1+I2—4ZL‘3.
’dl’l
—— =T — X~
dt 1 2 3
d

2. %:x1+3x2+x3,
d
\% = —3x; — 625 + 623.
(d
%=$1+2$2+2I37
d

3. %szl—l—ng,
d
~_dxt3 = 221 + 3x,.
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(d
% =21+ 925 + 923,
d
4. % — 1925 + 18a3,
dx
Kd_t?’ = 91’2 + 101‘3
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La teoria de las ecuaciones diferenciales es una aplicacion directa
del calculo diferencial e integral. El calculo diferencial es una herra-
mienta poderosa para la construccion de modelos matematicos de
problemas en los cuales estan involucrados la variacion de una o
varias variables, las dependientes, con respecto a otra u otras
variables, las independientes.

Determinar el crecimiento poblacional, calcular el decaimiento
radioactivo, hallar la edad de un fosil son problemas en los cuales se
utiliza el calculo diferencial para el planteamiento de un modelo
matematico.

El modelo matematico que se construye para hallar la solucion de
un problema particular deja planteado un nuevo problema: ;qué
herramientas se deben utilizar para hallar la solucion del modelo
matematico? Esta herramienta son las ecuaciones diferenciales
ordinarias.
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